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Kengur bez granica 2012. - Analiza problema sa rexeǌima

SEMINAR MATEMATIKE
Istra�ivaqka stanica Petnica

Takmiqeǌe ”Kengur bez granica” u xkolskoj 2011 / 2012 godini odr�ano je 22. marta.
Takmiqeǌe je jednokru�no test takmiqeǌe bez selekcije, eliminacija i finala. Na tak-
miqeǌu mogu uqestvovati uqenici od 2. razreda osnovne do zavrxne godine sredǌe xkole.

Samo takmiqeǌe je jako popularno u Srbiji - svake godine oko 20 hiǉada osnovaca i sred-
ǌoxkolaca uqestvuje na istom. Na�alost, bilten sa rexeǌima zadataka se ne xtampa
posledǌih godina. Zato su se polaznici seminara MATEMATIKE u Istra�ivaqkoj
stanici Petnica odluquli da iza�u u susret svojim vrxǌacima i da naprave bilten sa
analizom problema.

Polaznici seminara koji su uqestvovali u izradi ovog biltena su (poredak je sluqajan):

• Tamara Stankovi�, Nix
• Kristina Sila�i, Novi Sad
• Jelena Mrdak, Beograd
• �or�e Ivanovi�, Qaqak
• Veǉko Vrani�, Kragujevac
• Stefan Stankovi�, Kraǉevo
• Edis Ujkanovi�, Novi Pazar
• An�ela Xarkovi�, Nix
• Luka Bulatovi�, Panqevo
• An�ela Mladenovi�, Beograd
• Taǌa Asanovi�, Ruma
• Danijel Sila�i, Novi Sad
• Kristina Jovici�, Smederevska Palanka

U izradi biltena uqestovali su i Andreja Ili�, vo�a seminara matematike inaqe soft-
verski in�eǌer u Majkrosoft razvojnom centru Srbija, i Nikola Milosavǉevi�, saradnik
seminara matematike inaqe student Prirodno matematiqkog fakulteta u Nixu.

Autori ovu verziju biltena smatraju random verzijom. Rexeǌa problema su kucana tokom
zimskog seminara matematike koji traje svega par dana, a kako je u pitaǌu veliki broj
zadataka, bilten sigurno ima grexaka i najasnih rexeǌa. Takmiqare, i sve koji se tako
ose�aju, bi ovom prilikom zamolili da ukoliko uoqe neke grexe (kojih sigurno ima) ili
imaju dodatne ideje / komentare na rexeǌa i probleme, da nam se obrate putem maila.

Nije znaǌe znaǌe znati, ve� je znaǌe znaǌe drugom dati.
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1 Kategorija - 2. razred

Zadatak 1. Koliko ukupno nogu imaju �ivotiǌe na slici?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Na slici su 3 kokoxke (2 noge), jedna maqka (4 noge) i jedan pas (4 noge). Prema
tome, ukupno ima 3 · 2 + 4 + 4 = 14 nogu.

Zadatak 2. Koji deo mo�e da popuni prazan prostor na slici?

Taqan odgovor: B

Rexeǌe. Potrebno je da se ubaci deo koji ima jedan prav ugao i dve prave stranice.
Ostale dve stranice bi trebalo da budu jedna udubǉena, a jedna ispupqena. Jedini takav
uslov zadovoǉava figura pod B.

Zadatak 3.Jelena je napisala req KENGURKO dva puta. Koliko puta je napisala slovo K?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Req KENGURKO sadr�i dva slova K u sebi. Kako je req napisana dva puta krajǌi
broj slova K jendak je 2 + 2 = 4.
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Zadatak 4.Dejan je u petak poqeo da boji req BANANA. Svakog dana je bojio po jedno slovo.
Kog dana je obojio posledǌe slovo?

Taqan odgovor: V

Rexeǌe. Dejan zapoqiǌe bojeǌe u petak i oboji slovo B. U subotu slovo A, u nedeǉu slovo
N, ponedeǉak slovo A, u utorak slovo N i u sredu slovo A. Dakle, posledǌe slovo je obojenu
u sredu.

Zadatak 5. Koja je najdu�a linija na slici?

Taqan odgovor: D

Rexeǌe. Du�ine linija mo�emo raqunati prebrojavaǌem ”crtacica”. Linija obele�ena
sa A ima du�inu 13. B je dugaqka 13, V je 13, G isto 13, dok je D du�ine 15. Samim tim
najdu�a je linija D.

Zadatak 6. Kata je u qamcu na jezeru (vidi sliku).

Koju od slede�ih slika ona vidi u jezeru?

Taqan odgovor: V
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Rexeǌe. Povrxina jezera je sliqna ogledalu, tj likovi u vodi obr�u - xto je gore u vodi
je dole i obrnutno. Sa druge strane, horizontalni pored objekata se zadr�ava. Na osnovu
ovih qiǌenica dobijamo da slika V prikazuje ono xto vidi Kata.

Zadatak 7.Trinaestoro dece se igralo �murke. Jedno od ǌih �muri, a ostali se kriju.
Posle nekog vremena devetoro dece je prona�eno. Koliko ih je jox skriveno?

Taqan odgovor: A

Rexeǌe. Ukupno ima triaenstoro dece, a kako jedno dete �muri imamo da se ǌih 12 skrivaju.
Kako je 9 prona�eno, imamo da se jox 12 - 9 ı 3 kriju.

Zadatak 8.Tata kaqi vex na konopac za suxeǌe. On �eli da upotrebi xto je mogu�e maǌe
xtipaǉki. Za 3 pexkira potrebne su 4 xtipaǉke. Koliko xtipaǉki je potrebno za 9 pexki-
ra?

Taqan odgovor: B

Rexeǌe. Sa slike se vidi da �e za svaki naredni pexkir biti potrebna po jox jedna
dodatna xtipaǉka. Poxto imamo zakaqena tri pexkira pomo�u qetiri xtipaǉke, preostaje
nam da okaqimo jox xest pexkira. Za svaki od ǌih nam treba po jedna xtipaǉka, to jest za
svih xest je potrebno xest dodatnih xtipaǉki. Ukupan broj xtipaǉki je: 4 + 6 = 10.

Zadatak 9. Nina je sabrala broj svojih godina i broj godina ǌene sestre i dobila zbir 10.
Koliki �e biti zbir brojeva ǌihovih godina posle godinu dana?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Nakon godinu dana, Nina je godinu dana starija, pa je ǌen broj godina ve�i za
1. Tako�e je broj godina ǌene sestre ve�i za 1. Onda je zbir ǌenih godina i godina ǌene
sestre ve�i za 2. Samim tim, rexeǌe je 10 + 1 + 1 = 12.
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Zadatak 10. Sat na slici pokazuje vreme kada Stefan odlazi iz xkole. Ruqak u xkoli
poqiǌe 3 sata pre kraja xkole.

U koliko sati poqiǌe ruqak?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Stefan je ruqao pre 3 sata, odnosno u 14 - 3 = 11 qasova.

Zadatak 11. Zmaj ima 3 glave. Svaki put kada mu junak odseqe jednu glavu ǌemu izrastu
nove 3 glave. Junak mu je odsekao jednu glavu, a zatim je odsekao jox jednu. Koliko glava
zmaj sada ima?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Poxto zmaju za svaku odseqenu glavu izrastu jox tri, mo�emo posmatrati da
posle svakog junakovog udarca maqem zmaju izrastu dve glave. Zato, posle prvog odsecaǌa
zmaj ima 5 glava, a nakon drugog 7.

Zadatak 12. Zvezde, cveti�i, pokloni i jelke se ponavǉaju redom na tabli za igru. Prosut
je sok na tablu i zbog toga se deo table ne vidi (vidi sliku).
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Koliko zvezda je bilo na tabli pre nego to je prosut sok?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Sa slike vidimo da je svaka qetvrta sliqica zvezda. Ako popunimo preostala
poǉa table po toj xemi, vide�emo da se zvezda javǉa ukupno 6 + 3 = 9 puta.

Zadatak 13. Vrabac skaqe sa jednog na drugi stub ograde. Za svaki skok mu je potrebna 1
sekunda. On pravi qetiri skoka napred, pa jedan skok nazad, zatim opet 4 napred, pa 1 nazad
i tako daǉe. Za koliko sekundi �e sti�i od poqetka do kraja ograde prikazane na slici?

Taqan odgovor: D

Rexeǌe. Du�ina ograda je 10 (ne raqunamo poqetni stub). U prvoj sekundi �e vrabac
biti na prvom stubu, u drugoj na drugom, u tre�oj na tre�em, u qetvrtoj na qetvrtom, u
petoj na tre�em (prva qetiri skoka je ixao unapred, a onda ide jedan unazad), u xestoj na
qetvrtom, u sedmoj na petom, u osmoj na xestom, u devetoj na sedmom, u desetoj na xestom (jer
je skoqio unazad), u jedanaestoj na sedmom, u dvanaestoj na osmom, u trinaestoj na devetom,
u qetrnaestoj na destom, posledǌem stubu. Sada vidimo da je rexeǌe 14 sekundi.

Zadatak 14. Baka je napravila 11 kolaqa. Ukrasila je 5 kolaqa suvim gro��em, a zatim 7
orasima. Koliko je najmaǌe kolaqha ukrasila i suvim gro��em i orasima?

Taqan odgovor: A

Rexeǌe. Kako je ukupan broj kolaqa koje je baka ukrasila 11 i kako je ona 5 kolaqa ukrasila
na jedan naqin,a 7 kolaqa na drugi naqin i 7 + 5 = 12 zakǉuccujemo da je baka ukrasila
12− 11 = 1 kolac i suvim gro��em i orasima.

Zadatak 15. Koji broj je prekriven detelinom na slici?
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Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Iz druge jednaqine mo�e se zakǉuqiti da je △ = 2. Ako se to primeni u prvoj
jednaqini, dobijemo da je } = 1, a ako se to primeni u tre�oj, onda je � = 3. Na osnovu toga
mo�emo izraqunati da je ♣ = }+� = 1 + 3 = 4.

Zadatak 9. Imax ploqicu u obliku slova L, koja se sastoji od 4 kvadrata, kao na slici.
Koliko od slede�ih oblika mo�ex dobiti lepǉeǌem dve takve ploqice?

Taqan odgovor: D

Rexeǌe. Mo�emo konstruisati slede�i primer:

Zadatak 17. U kutiji se nalaze tri kutije, od kojih svaka sadr�i tri maǌe kutije. Koliko
ukupno ima kutija?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. U kutiji se nalaze tri kutije u kojima ima po tri kutije odnosno ima ukupno devet
kutija. Devet kutija se nalazi u tri kutije pa je to dvanaest, a sve one se nalaze u jednoj
velikoj xto znaqi da je ukupno trinaest kutija.

Zadatak 18. Na tabli se nalaze �etoni. Ho�emo da u svakoj vrsti i svakoj koloni bude po
2 �etona. Koliko �etona treba skloniti?
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Taqan odgovor: V

Rexeǌe. Da bi se dobilo da se u svakoj koloni i vrsti nalazi taqno 2 �etona, potrebno
je izbaciti one �etone koji pripadaju koloni i vrsti koji imaju po 3 �etona. Na primer:
�eton koji pripada tre�oj vrsti i prvoj koloni, kao i �eton koji pripada qetvrtoj vrsti i
tre�oj koloni. Uparvo izbacivaǌem ta dva �etona dobi�emo da se u svakoj koloni i vrsti
nalaze po dva �etona. Prema tome, rexeǌe je 2.
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2 Kategorija - 3. i 4. razred

Zadatak 1. Bojan �eli da napixe req MATEMATIKA na papiru, tako xto �e razliqi-
ta slova biti napisana razliqitim bojama, a ista slova istom bojom. Koliko boja mu je
potrebno?

Taqan odgovor: B

Rexeǌe. U reqi MATEMATIKA se nalaze slova M, A, T, E, I i K. To znaqi da se u toj
reqi nalazi 6 razliqitih slova, pa je Bojanu potrebno 6 razliqitih boja.

Zadatak 2. Na qetiri od datih pet slika povrxina belog dela je jednaka povrxini sivog
dela. Na kojoj slici se povrxina belog i sivog dela razlikuju?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Na slici A se vidi da su povrxine sivog i belog kruga jednake kao i povrxine
sivog i belog trougla i povrxine sivog i belog trougla bez kruga. Na slici B su povrxine
sivog i belog trougl iste kaoi sivog i belog qetvorougla. Na slici V su povrxine sivog
i belog kruga jednake kao i povrxine sivig i belih trouglova i trouglova bez krugova.
Na slici D su povrxine sivog i belog trougla jednake kao i porvrxine sivog i belog
qetvorougla. Dakle na svakoj osim na slici G mozemo da uparimo odre�ene sive i bele
delove koje imaju istu povrxinu do na slici g to nije moguce jer imamo dva siva kruga i
dva sive trougla.

Zadatak 3.Tata kaqi vex na konopac za suxeǌe. On �eli da upotrebi xto je mogu�e maǌe
xtipaǉki. Za 3 pexkira potrebne su 4 xtipaǉke. Koliko xtipaǉki je potrebno za 9 pexki-
ra?

Taqan odgovor: B
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Rexeǌe. Sa slike se vidi da �e za svaki naredni pexkir biti potrebna po jox jedna
dodatna xtipaǉka. Poxto imamo zakaqena tri pexkira pomo�u qetiri xtipaǉke, preostaje
nam da okaqimo jox xest pexkira. Za svaki od ǌih nam treba po jedna xtipaǉka, to jest za
svih xest je potrebno xest dodatnih xtipaǉki. Ukupan broj xtipaǉki je: 4 + 6 = 10.

Zadatak 4. Ilija je obojio kvadrate A2, B1, B2, B3, B4, C3, D3 i D4 na slici. Koja od datih
slika odgovara ǌegovom bojeǌu?

Taqan odgovor: V

Rexeǌe. Posmatrajmo slike kvadrata. Zakǉuqimo da je po uslovu zadatka obojeno slovo
B1, to je sluqaj samo na slici V, pa je to i rexeǌe ovog zadatka.

Zadatak 5. Trinaestoro dece se igralo �murke. Jedno od ǌih �muri, a ostali se skrivaju.
Posle nekog vremena devetoro dece je prona�eno. Koliko ih je jox skriveno?

Taqan odgovor: A

Rexeǌe. Od trinaestoro dece, jedno od ǌih �muri a preostalih 13 − 1 = 12 se skrivaju.
Devetoro je prona�eno pa je, prema tome, sakriveno ostalo 12− 9 = 3 deteta.

Zadatak 6. Milan i Jovan bacaju pikado. Svaki od ǌih je bacio po tri puta (vidi sliku).
Ko je pobedio, i koliko poena vixe je osvojio?
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Taqan odgovor: D

Rexeǌe. Milan je osvojio 7 + 25 + 35 = 67, a Jovan 3 + 15 + 45 = 63 poena. Dakle, Milan je
pobedio, sa 4 poena vixe.

Zadatak 7. Pravougaona xara na zidu je napravǉena korix�eǌem dve vrste ploqica: sivih
i prugastih. Neke ploqice su otpale sa zida (vidi sliku). Koliko je sivih ploqica otpalo?

Taqan odgovor: B

Rexeǌe. Primetimo da se crveno-bele i sive ploqice smeǌuju. Ako popunimo prazan
prostor ploqicama koje su otpale, vide�emo da sivih fali 8.

Zadatak 8. Godina 2012. je prestupna, xto znaqi da februar ima 29 dana. Danas, 15. marta
2012, paqi�i mog dede su stari 20 dana. Kada su se oni izlegli?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Pili�i su 15. marta imali 20 dana, 14. marta 19 dana... 1. marta 20 − 14 = 6
dana. To znaqi da su 29. februara imali 5 dana, pa su ro�eni 24. februara.

Zadatak 9. Imax ploqicu u obliku slova L, koja se sastoji od 4 kvadrata, kao na slici.
Koliko od slede�ih oblika mo�ex dobiti lepǉeǌem dve takve ploqice?

Taqan odgovor: D

Rexeǌe. Mo�emo konstruisati slede�i primer:

SEMINAR MATEMATIKE 11 Istra�ivaqka stanica Petnica



SEMINAR MATEMATIKE Kengur bez granica 2012 - BILTEN

Zadatak 10. Tri balona koxtaju 12 centi vixe nego jedan balon. Koliko centi koxta jedan
balon?

Taqan odgovor: B

Rexeǌe. To xto tri balona koxtaju 12 centi vixe nego jedan, mo�e se zapisati u obliku:

3B = 12 +B, gde je B cena jednog balona.

Ova jedanaqina se mo�e rexiti:
3B −B = 12

2B = 12

B = 6.

Dakle, cena jednog balona je 6 centi.

Zadatak 11.Baka je napravila 20 medeǌaka za svoje unuke. Ukrasila ih je suvim gro��em
i orasima. Prvo je 15 medeǌaka ukrasila suvim gro��em, a zatim 15 orasima. Koliko je
najmaǌe medeǌaka bilo ukraxeno i suvim gro��em i orasima?

Taqan odgovor: D

Rexeǌe. Tra�eni broj se mo�e dobiti na slede�i naqin (15 + 15)− 20 = 10.

Zadatak 12. U igri sudoku brojevi 1, 2, 3 i 4 se pojavǉuju taqno jednom u svakoj koloni i
svakoj vrsti. Pera je u matematiqki sudoku na slici najpre upisao rezultate izraqunavaǌa,
a zatim kompletirao sudoku.
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Taqan odgovor: V

Rexeǌe.

Prvo se izraqunaju vrednosti izraza u kvadrati�ima. U drugoj vrsti nedostaje broj 2, jer
svi ostali brojevi postoje i isto tako u tre�oj vrsti tako�e fali broj 2. Sada posmatrajmo
tre�u kolonu i primetimo da fali broj 4. Na kraju vidimo da u u qetvrtoj vrsti fali broj
3, a to je i ujedno sivo poǉe. Ostalo je jox da u drugoj koloni upixemo broj 2, jer on
nedostaje i u posledǌoj koloni nedostaje broj 4 i sudoku je sada kompletiran.

Zadatak 13. Me�u Nikolinim drugarima iz razreda je dva puta vixe devojqica nego deqaka.
Koji od slede�ih brojeva mo�e biti jednak ukupnom broju dece u tom razredu ?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Oznaqimo sa x broj deqaka u Nikolinom razredu. Tada je broj devojqica jednak
2 ·x. Raqunaju�i i ǌega u broj dece u razredu, dobijamo da je 1+x+2 ·x = 1+3 ·x. Proverom
dobijamo da je jedini broj tog oblika 1 + 3 · 8 = 25.

Zadatak 14. U xkoli za �ivotiǌe 3 maqeta, 4 paqeta, 2 guxqeta i nekoliko jagǌi�a je
prisustvovalo qasu. Uqiteǉica sova je zakǉuqila da ǌeni uqenici svi zajedno imaju 44
nogu. Koliko je jagǌi�a me�u ǌima?

Taqan odgovor: B

Rexeǌe. Ukupan broj nogu 3 maqeta, 4 paqeta i 2 guxqeta je 3 · 4 + 4 · 2 + 2 · 2 = 12 + 8 + 4 =
20 + 4 = 24. To znaqi da jagǌi�i zajedno imaju 44 − 24 = 20 nogu. Poxto svako jagǌe ima 4
noge, broj jagǌi�a je 20÷ 4 = 5.

Zadatak 15. Kvadar je sastavǉen od qetiri dela, kao xto je prikazano na slici. Svaki deo
je obojen jednom bojom i sastoji se od qetiri kocke. Kog je oblika beli deo?
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Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Primetimo da bela figura zeauzima dva centralna poǉa gorǌeg zadǌeg sloja
kvadra kao i doǌe levo zadǌe poǉe zato sto se na slici vide cetri poǉa figure levo od
bele i nijedno od ǌih nije doǌe levo zadǌe (poǉa ostalih sivih figura ne mogu da se na�u
na tom poǉu). Od poǉa kojih se ne vide ostaju jox 2 ispod gorǌih belih od kojih je jedno
belo. Kako figua desno od bele ima 3 vidǉiva poǉa ǌeno cetvrto poǉe je jedno od ta dva i
to mora da bude desno poǉe jer je u suprotnom figura ne bi bila povezana.

Zadatak 16. Na Bo�i�noj proslavi na svakom od 15 stolova nalazio se po jedan sve�ǌak.
Bilo je 6 sve�ǌaka sa po 5 sve�a, dok su ostali bili sa po 3 sve�e. Koliko je sve�a bilo
potrebno kupiti za sve sve�ǌake?

Taqan odgovor: V

Rexeǌe. Poxto je na svakom stolu po jedan sve�ǌak, potrebno je ukupno 15 sve�ǌaka, jer
je toliko i stolova. Za xest sve�ǌaka sa po pet sve�a potrebno je ukupno 6 · 5 = 30 sve�a.
Sve�ǌaka sa po tri sve�e ima 15− 6 = 9, a sve�a potrebno za ǌih 9 · 3 = 27. Za sve sve�ǌake
nam je potrebno ukupno 30 + 27 = 57 sve�a.

Zadatak 17. Skakavac �eli da se popne na stepenice koje se sastoje iz vixe stepenika (vidi
sliku). On pravi samo dva razliqita skoka: 3 stepenika gore ili 4 stepenika dole. Ako
krene sa zemǉe, koliko najmaǌe skokova mora da napravi da bi se odmarao na 22. stepeniku?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Skakavac skaqe unapred sve dok ne skoqi na 22. stepenik ili ga ne preskoqi
kada mora da se vrati unazad. Kada bi skakavac 7 puta skoqio unapred, nalazio bi se na
21. stepeniku. Znaqi da mora da skoqi 8 puta unapred, i posle osmog skoka skavac �e se
nalaziti na 24. stepeniku. U devetom potezu skakavac mora da se vrati unazad 4 poǉa, pa
�e se posle devetog poteza nalaziti na 20. stepeniku. U desetom potezu skakavac skaqe tri
poǉa unapred i nalazi se na 23. stepeniku. U jedanaestom potezu skakavac se vra�a nazad 4
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poǉa i skaqe na 19. poǉe. U dvanaestom, posledǌem potezu skakavac skaqe tri poǉa unapred
na 22. stepenik.

Zadatak 18. Filip je napravio zmiju od domina upotrebivxi sedam ploqica. Stavǉao je
ploqice jednu do druge tako da se strane sa istim brojem taqkica dodiruju. Zmija je imala
ukupno 33 taqkice. Me�utim, ǌegov brat �or�e je izvukao dve ploqice (vidi sliku). Ko-
liko je taqkica bilo na mestu gde je znak pitaǌa?

Taqan odgovor: V

Rexeǌe. Posmatrajmo 4 prazna kvadrata. Na levoj domini levi kvadrat ima�e dve taqkice,
jer taj broj taqkica mora biti jednak onom susednom. Analogno desni kvadrat desne domine
ima�e jednu taqkicu. Kako je zmija imala ukupno 33 taqkice, sledi da je preostali broj
taqkica 33− (1 + 5+ 5+ 3+ 3+ 2+ 2+ 1+ 1+ 2) = 8. Kako je zbir broja taqkica na preostala
dva kvadrata jednak 8, a broj taqkica na oba kvadrata jednak, znaqi da je broj taqkica na
svakom od ta dva kvadrata jednak 8

2 = 4.

Zadatak 19. Marko je formirao dva broja koriste�i cifre 1, 2, 3, 4, 5 i 6. Oba broja
imaju po tri cifre, i svaka cifra je upotrebǉena samo jednom. On je sabrao ta dva broja.
Koji je najve�i zbir koji je Marko mogao da dobije?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Da bi dobijeni zbir bio xto ve�i, jasno je da trebamo birati ta dva broja tako
da je zbir cifara stotina xto ve�i. Taj zbir mo�emo dobiti od cifara 6 i 5 (dakle brojevi
su nam 6** i 5**). Daǉe, bitno nam je da je zbir cifara desetica ve�i od zbira cifara
jedinica. To znaqi da su na mestima desetica slede�e dve najve�e cifre, tj. 4 i 3. Za
cifre jedinica su ostale samo cifre 2 i 1.
Dakle, ti brojevi su 642 i 531, a ǌihov zbir je 1173.

Zadatak 20. Laza, Igor, Voja i Kaja su �eleli da budu zajedno na slici. Kaja i Lara su
najboǉe drugarice i �ele da na slici budu jedna do druge. Igor �eli da stoji pored Lare,
jer mu se ona dopada. Na koliko naqina se oni mogu rasporediti za slikaǌe tako da sve
�eǉe budu ispuǌene?
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Taqan odgovor: B

Rexeǌe. Iz uslova da Kaja i Lara stoje jedna do druge i da Urox �eli da stoji pored
Lare, imamo raspored ULK ili KLU (data slova predstavǉaju poqetna slova ǌihovih
imena). Voja mo�e stajati sa bilo koje strane, te �emo imati slede�e mogu�nosti: VULK,
ULKV, VKLU, KLUV. Ukupno ih ima 4.

Zadatak 21. Specijalan sat ima tri kazaǉke razliqitih du�ina (za sate, minute i sekunde).
Ne znamo koja je koja kazaǉka, ali znamo da je sat ispravan. U 12.55.30 kazaǉke su bile u
poziciji kao na slici. Kako �e izgledati sat u 8.11.00?

Taqan odgovor: D

Rexeǌe. U 12.55.30 �e kazaǉka za sate biti blizu broja jedan, kazaǉka za minute na broju
11, a kazaǉka sekunde na broju 6. Sada vidimo da sredǌa kazaǉka pokazuje sate, najdu�a
minute, a najkra�a sekunde. U 8.11.00 �e kazaǉka za sate (sredǌa) biti blizu 8, kazaǉka
za minute (najdu�a) blizu 2, a za sekunde (najkra�a) na 12, pa je rexeǌe pod d).

Zadatak 22. Mihailo je izabrao jedan pozitivan broj, pomno�io ga sa samim sobom, dodao
1, pomno�io rezultat sa 10, dodao 3 i rezultat pomno�io sa 4. Tako je dobio broj 2012.
Koji broj je Mihailo izabrao?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Pretpostavimo da je Mihailo zamislio pozitivan broj a kako je taj broj pomno�io
sa sobom i dodao jedan to je a ·a+1, daǉe je taj rezultat pomno�io sa deset i tom rezultatu
dodao tri ,pa je (a·a+1)10+3,daǉe je ceo taj broj pomno�io sa qetiri i rezultat je 2012,dakle
dobija se jednaqina ((a · a + 1)10) + 3))4 = 2012,prvo podelimo jednacinu sa qetiri ,onda se
oslobodimo unutraxǌih zagrada u izrazu i dobijemo 10a · a + 13 = 503 tj.a · a = 49 kako se
trazi pozitivan broj,a znamo da je 8 ·8 = 64 i 6 ·6 = 36 dati broj mora biti 7 jer je on jedini
ceo broj izme�u 8 i 6.

Zadatak 23. Papir pravougaonig oblika ima dimenzije 192 x 84 mm. Mo�ex se�i papir
du� jedne prave linije tako da dobijex dva dela od kojih je jedan oblika kvadrata. Isti
postupak mo�ex primeniti na onaj dobijeni deo koji nije kvadratnog oblika i tako daǉe.
Kolika je du�ina stranice najmaǌeg kvadrata koji se mo�e dobiti na taj naqin?
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Taqan odgovor: D

Rexeǌe. Od pravouganika 192 x 84 mm, mo�e se prvo dobiti kvadrat 84 x 84 mm; pre-
ostali pravougaonik je dimenzija 108 x 84 mm. Od pravouganika 108 x 84 mm, mo�e se
dobiti kvadrat 84 x 84 mm; preostali pravougaonik je dimenzija 24 x 84 mm. Od ovog
pravougaonika mogu se dobiti 3 kvadrata veliqine 24 x 24 mm, a preostali pravougaonik
je dimenzija 24 x 12 mm. Ovaj pravougaonik mo�e se podeliti na dva kvadrata 12 x 12 mm
i ne preostaje nixta vixe. Tako da najmaǌi kvadrat ima du�inu stranice 12 mm.

Zadatak 24.. U fudbalu pobednik meqa dobija 3 boda, a poraqeni dobija 0 bodova. Ako se
meq zavrxi nerexeno, tada oba tima dobijaju po 1 bod. Jedna ekipa je odigrala 38 utakmica
i osvojila 80 bodova. Koliko najvixe utakmica je ta ekipa mogla da izgubi?

Taqan odgovor: V

Rexeǌe. Neka je a broj dobijenih utakmica, b broj izgubǉenih utakmica i c broj nerexenih
utakmica. Va�i slede�e:
3 · a+ 0 · b+ 1 · c = 80
a+ b+ c = 38
Iz sistema se dobija b = 34−2c

3 . Za c = 1, b nije ceo broj. Za c = 2 va�i da je b = 10, xto je
tra�eni broj.
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3 Kategorija - 5. i 6. razred

Zadatak 1. Bojan �eli da na zidu napixe BANE VOLI KENGURA, tako xto �e razli-
qita slova biti obojena razliqitim bojama, a ista slova istom bojom. Koliko boja mu je
potrebno?

Taqan odgovor: V

Rexeǌe. Ukupno ima 15 slova. Primetimo da se u reqi KENGURA nalaze slova E, N, A
koja su ve� upotrebǉena u reqi BANE, pa ima 15 − 3 = 12 slova odakle sledi da je Bojanu
potrebno 12 razliqitih boja.

Zadatak 2. Tabla prikazana na slici je xiroka 6m. Xirina sredǌeg dela je 3m, a preostala
dva dela imaju istu xirinu. Koliko je xirok deo sa desne strane ?

Taqan odgovor: V

Rexeǌe. Du�ina delova sa strane je jednaka razlici ukupne du�ine tri du�i i sredǌe
du�i. Kako su dve du�i na krajevima jednake du�ine, svaka �e pojedinaqno biti du�ine
6−3
2 = 1, 5m.

Zadatak 3.Selena u kvadrat napravǉen od 4 palidrvca mo�e da stavi 4 �etona (vidi sliku).
Koliko najmaǌe palidrvaca joj je potrebno da bi mogla da napravi kvadrat u koji mo�e da
se stavi 16 �etona bez preklapaǌa?

Taqan odgovor: A
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Rexeǌe. Neka je d preqnik jednog �etona. Tada va�i da je du�ina stranica kvadrata,
odnosno du�ina jednoh palidrvca jednaka 2d. Da bi 16 �etona bilo raspore�eno u kvadrat,
potrebno je da budu raspore�eni u 4 vrste po 4 �etona. To znaqi da je du�ina stranice
novog kvadrata 4d, xto je dvaput ve�e od du�ine palidrvca, pa je za svaku stranicu kvadrata
potrebno 2 palidrvca, odnosno, za ceo kvadrat potrebno je 4 · 2 = 8 palidrvaca.

Zadatak 4. U avionu su redovi obele�eni brojevima od 1 do 25, ali nema reda sa brojem 13.
Red sa brojem 15 ima samo 4 sedixta, dok svi ostali redovi imaju po 6 sedixta. Koliko
ukupno sedixta ima u avionu?

Taqan odgovor: V

Rexeǌe. Jedan red ima 0 sedixta (izostavǉen je), jedan 4 a ostalih 23 po 6 sedixta.
Ukupan broj sedista je dakle 0 + 4 + 6 · 23 = 142

Zadatak 5. Kada je u Londonu 4 sata popodne, tada je u Madridu 5 sati popodne, a u San
Francisku je 8 sati ujutru istog dana. Ana je otixla na spavaǌe u San Francisku sino�
u 9 sati. Koje vreme je u tom trenutku bilo u Madridu?

Taqan odgovor: D

Rexeǌe. Vreme u Madridu kada je u San Francisku 8 ujutro mo�emo umesto u formatu
5 sati popodne predstaviti i kao 17 qasova u 24-qasovnom sistemu. Odatle je razlika u
vremenima izme�u Madrida i San Franciska: 17 − 8 = 9 qasova, gde je Madrid ispred
San Franciska. Devet sati uveqe u San Francisku mo�emo predstaviti i kao 21 qas u
24-qasovnom sistemu. Da bismo dobili vreme u Madridu, potrebno je da na vreme od 21 qas
dodamo jox 9 sati. Do pono�i je potrebno 24 − 21 = 3 qasa, nakon qega je u Madridu novi
dan. Poxto je Madrid ispred San Franciska za devet sati, to je novi dan u odnosu na San
Francisko, to jest danaxǌi dan. Vreme u tom trenutku je 9− 3 = 6 ujutro.

Zadatak 6. Na slici je prikazana xara napravǉena od xestouglova. Novu xaru dobijamo
tako xto spojimo sredixta susednih xestouglova. Koju xaru �emo dobiti?
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Taqan odgovor: V

Rexeǌe. Primetimo da kada spojimo sredixta susednih xestouglova dobijemo slike trou-
glova. Nova slika odgovora slici V.

Zadatak 7. Broju 6 smo dodali 3. Zatim smo rezultat pomno�ili sa 2 i onda dodali 1.
Kojoj vrednosti izraza �e dobijeni rezultat biti jednak?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Dati izraz bi�e jednak: (6 + 3) · 2 + 1.

Zadatak 8. Gorǌi �eton se rotira bez klizaǌa oko fiksiranog doǌeg �etona do pozicije
prikazane na slici desno. Koji je tada polo�aj kengura?

Taqan odgovor: A

Rexeǌe. Gorǌi �eton se okrene za 90◦ + 90◦ = 180◦, jer se okre�e oko svoje ose, kao i oko
ose koja prolazi kroz sredinu doǌeg �etona.

Zadatak 9. Jedan balon mo�e da podigne korpu koja sadr�i predmete qija je masa maksimalno
80kg. Dva takva balona mogu podi�i istu korpu koja sadr�i predmete maksimalno 180kg.
Kolika je masa korpe?
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Taqan odgovor: B

Rexeǌe. Jedan balon podi�e 80kg+korpu, dva balona podignu 180kg, tj. 180 = 80kg +
80kg+masa korpe. Odatle dobijamo da je masa korpe 20kg.

Zadatak 10. Vlada i Milox su dobili nekoliko jabuka i kruxaka od bake. Oni u korpi
imaju ukupno 25 vo�ki. Na putu ku�i Vlada je pojeo 1 jabuku i 3 kruxke, a Milox je pojeo
3 jabuke i 2 kruxke. Kod ku�e su utvrdili da imaju isti broj jabuka i kruxaka. Koliko su
kruxaka dobili od bake?

Taqan odgovor: B

Rexeǌe. Neka su j i k broj jabuka i kruxaka na poqetku puta. Na putu su pojeli ukupno 4
jabuke i 5 kruxaka, pa im je ostalo j − 4 jabuka i k − 5 kruxaka. Imamo da je j − 4 = k − 5 i
da je j + k = 25. Iz prve jednaqine dobijamo j = k− 1, a iz druge 25 = k+ k− 1 = 2k− 1, pa je
k = 25+1

2 = 13, a j = 25− 13 = 12.

Zadatak 11. Kojim brojevima su oznaqena tri dela slagalice koje treba dodati da bi se na
slici levo dobio kvadrat?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Na slici vidimo da na poǉu x moze da bude jedino figura oznaqena sa brojem
2,zato xto jedino ona ima ispupqeǌe sa gorǌe i udubǉeǌe sa doǌe strane, daǉe na poǉu
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oznacenom sa e mora da bude figura koja ima ispupqeǌe sa doǌe i leve strane i sa desne
nema ni ispupqeǌe ni udubǉeǌe,zbog toga dolaze u ozbir samo figure oznaqene brojevima 3
i 5.Ako bi na poǉu e bila figura oznaqena brojem 5 onda poǉe d ne mo�e biti poploqano sa
ponu�enim figurama, dakle na poǉu e je figura oznacena brojem 3 daǉe kako na poǉu d mora
biti figura koja ima samo udubǉeǌe sa doǌe strane i ispupqeǌe leve strane to ocigledno
moze da bude samo figura oznaqena brojem 6.

Zadatak 12. Jana ima 8 kockica sa slovima A, B, V i G, tako da je isto slovo na svakoj
strani kockice. Ona je od ǌih napravila kocku. Dve susedne kockice uvek imaju razliqita
slova. Koje slovo je na kockici koja se ne vidi na slici?

Taqan odgovor: B

Rexeǌe. Na kockici nije slovo G zato xto se kockica sa tim slovom nalazi desno od ǌe.
Na ǌoj nije ni slovo V, jer se kockica sa tim slovom nalazi iznad ǌe. Nije ni slovo A, jer
je ta kockica ispred ǌe. Dakle, na kockici koja se ne vidi je slovo B.

Zadatak 13.U Zemǉi quda ima pet gradova. Svaki par gradova je povezan putem, bilo
vidǉivim bilo nevidǉivim. Na mapi Zemǉe quda vidǉivo je samo sedam puteva (vidi sliku).
Alisa ima magiqne naoqare i kada kroz ǌih gleda mapu ona vidi samo puteve koji su inaqe
nevidǉivi. Koliko nevidǉivih puteva ona mo�e da vidi?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Broj svih puteva je jednak zbiru dijagonala i broja stranica petougla, xto iznosi
5(5−3)

2 + 5 = 10. Dakle, tra�eni broj je jednak 10− 7 = 3.

Zadatak 14. Prirodni brojevi su obojeni crvenom, plavom i zelenom bojom: 1 je obojen
crvenom, 2 plavom, 3 zelenom, 4 crvenom, 5 plavom, 6 zelenom i tako daǉe. Radmila je
raqunala zbir jednog crvenog i jednog plavog broja. Kojom bojom mo�e biti obojen broj koji
je ona dobila?
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Taqan odgovor: V

Rexeǌe. Broj obojen crvenom bojom pri deǉeǌu sa 3 daje ostatak 1, brojevi plave boje
ostatak 2, a brojevi zelene boje su deǉivi sa 3. Kada se saberu crveni i plavi broj pri
deǉeǌu sa 3 daju ostatak u zbiru 2 + 1 = 3 xto znaqi da je i ostatak deǉiv sa 3, xto daǉe
implicira da je ǌihov zbir deǉiv sa 3, a to znaqi da je broj zelene boje.

Zadatak 15. Obim figure prikazane na slici, sastavǉene od identiqnih kvadrata, jednak
je 42cm. Kolika je povrxina ove figure?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Neka je stranica jednog od ovih kvadrata du�ine a. Tada obim iznosi 14 · a =
42cm. Odatle je a = 3cm. Kako ima 8 kvadrata povrxine a2, povrxina figure je jednaka
P = 8 · a2 = 8 · 9cm2 = 72cm2.

Zadatak 16. Obe figure na slici su formirane od istih pet delova. Dimenzije
pravougaonika su 5 cm×10 cm, a preostali delovi su qetvrtine dva razliqita kruga. Kolika
je razlika izme�u du�ine obima ovih figura.

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Neka je a du�a, b kra�a stranica pravougaonika, R preqnik velikih qetvrtina
kruga i r preqnik malih qetvrtina kruga. U obim ove dve figure ulaze isti delovi kruga,
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tako da se obimi te dve figure razlikuju samo u du�ima koje ih qine. U prvoj su to 2
polupreqnika velikih qetvrtina kruga i 2 polupreqnika malih qetvrtina kruga, dok je u
drugoj to samo du�a stranica pravougaonika, pa imamo da je razlika u obimima jednaka
2R + 2r − a. Tako�e, R = a i r = b, jer je preqnik kruga konstantan. Odatle dobijamo da je
razlika obima jednaka 2a+ 2b− a = a+ 2b = 10 cm+ 2 · 5 cm = 20 cm.

Zadatak 17. Upixi brojeve od 1 do 7 u krugove na slici, tako da zbir brojeva du� svake od
obele�enih linija koje sadr�e po tri kruga bude isti. Koji broj se nalazi na vrhu trougla?

Taqan odgovor: V

Rexeǌe. Na vrhu trougla se nalaze broj a. Primetimo da ostale brojeve mo�emo da
grupixemo u 3 grupe od po 2 ili 2 grupe od po 3 broje qiji je zbir jednak pa je broj
7·8
2 −a deǉiv sa 6, a 28−a je deǉiv sa 6 ako a daje ostatak 4 pri deǉeǌu sa 6. Kako je a broj
izme�u 1 i 7 jedini kandidat ze broj a je 4.

Zadatak 18. Gumena loptica pada vertikalno sa krova ku�e sa visine od 10 m. Posle svakog
udara u zemǉu ona odskoqi do 4

5 prethodne visine. Koliko puta �e se loptica pojaviti
ispred prozora pravougaonog oblika qija je doǌa stranica na visini od 5 m, a gorǌa na
visini od 6 m?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Prvi put se loptica vidi kada pada sa visine od 10 m. Posle toga ona odskaqe
do 8 m, i tokom peǌaǌa i padaǌa vidi se jox po jednom, ukupno tri puta. Nakon toga ona
odskaqe do visine od 6.4 metara, i tokom tog uspona i pada se ponovo uoqi po jednom sa
prozora, to jest ukupno pet puta. Slede�i put loptica �e sti�i do visine od 5.12 metara,
xto je izme�u gorǌe i doǌe granice, pa �e se u tom periodu loptica videti samo jednom,
ukupno xesti put. Nakon toga loptica �e odskoqiti do visine maǌe od 5 metara, pa vixe
ne�e biti mogu�e videti je sa prozora. Dakle, loptica �e biti uoqena ukupno 6 puta.

Zadatak 19.Na slici su prikazana 4 zupqanika, jedan pored drugog, na fiksiranim osov-
inama. Prvi ima 30 zubaca, drugi 15, tre�i 60 i posledǌi 10. Koliko obrtaja napravi
posledǌi zupqanik dok prvi zupqanik napravi jedan obrtaj?
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Taqan odgovor: A

Rexeǌe. Primetimo da zbog odnosa broja zubaca, kada se prvi zupqanik obrne za neki ugao,
drugi �e se obrnuti za duplo ve�i ugao. Zatim �e se tre�i obrnuti za qetiri puta maǌi
ugao od ugla drugog zupqanika. Analogno, �e se qetvri zupqanik obrnuti za 6 puta ve�i
ugao u odnosu na ugao obrtaja tre�eg zupqanika. Tj, ako se prvi zupqanik obrne za neki ugao
vrednosti x, qetvrti zupqanik �e se obrnuti za ugao vrednosti y, gde va�i: y = (x ·2/4) ·6 = 3

Zadatak 20. Pravilni osmougao je presavijan na pola taqno tri puta dok nije dobijen
trougao, kao xto je prikazano na slici.
Onda je odseqen vrh pod pravim uglom, kao na slici. Koja figura �e se dobiti nakon
razvijaǌa?

Taqan odgovor: V

Zadatak 21. Vidina marinada od sir�eta, vina i vode sadr�i sir�e i vino u odnosu 1
prema 2, a vino i vodu u odnosu 3 prema 1. Koje je od slede�ih tvr�eǌa taqno?

Taqan odgovor: B

Rexeǌe. Ako koliqinu sir�eta obele�imo sa x, tada vina ima y = 2 · x. Koliqinu vode (z)
mo�emo dobiti iz slede�e proporcije : y

z = 3
1 . Dobijamo da je z = 1

3 · y = 1
3 · 2x = 2x

3 . Sada
imamo da su koliqine sir�eta, vina i vode x, 2x i 2x

3 , redom. Sada mo�emo proci kroz sve
ponu�ene odgovore, i eliminisati pogrexne. Krenimo od odgovora A: on tvrdi da je x > y,
xto je netaqno, jer je x < y = 2x. Daǉe proveravamo odgovor B: y > x + z, xto je taqno jer
je 2x > x+ 2x

3 , odnosno x > 2x
3
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Zadatak 22. Kenguri Hip i Hop se igraju preskaqu�i preko kamena, tako xto skaqu na takvu
poziciju da kamen bude na sredini segmenta koji preskoqe. Na slici dole je prikazano kako
je Hop preskoqio tri kamena obele�ena brojevima 1, 2 i 3. Hip ima isti raspored kamena
1, 2 i 3, ali polazi iz druge pozicije (slika desno). Koja od taqaka A, B, V, G ili D
predstavǉa ǌegovu krajǌu poziciju

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Koriste�i sliku desno, dopuni�emo putaǌu kengura Hipa, tj. ǌegove slede�e
stanice.

Sa slike vidimo da je ǌegova krajǌa pozicija taqka G.

Zadatak 23. Na ro�endanskoj zabavi je bilo dvanaestoro dece. Deca su bila stara 6, 7, 8, 9
ili 10 godina, pri qemu je bilo bar po jedno dete svakog od navedenih uzrasta. Qetvoro dece
je bilo staro 6 dogina. U grupi je najvixe dece imalo 8 godina. Kolika je bila proseqna
starost dece na zabavi?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Oznaqimo sa n6, n7, n8, n9 i n10 broj dece sa 6, 7, 8, 9 odnosno 10 godina, redom.
Iz uslova zadatka imamo da je n6 + n7 + n8 + n9 + n10 = 12. Tako�e znamo da je n6 = 4 i da je
n8 najevi�i broj od opisanih. Kako imamo da je bilo bar po jedno dete svakog od navedenih
uzrastam, imamo dodatni uslova da je n7, n8, n9, n10 ≥ 1. Kako je n8 najve�i broj, onda on
mora biti ve�i od n6 = 4, tj. mora biti barem 5. Ukoliko je n8 = 5, jedina mogu�nost za
ostale vrednosti je da su upravo jednake jedan, tj. da je n7 = n9 = n10 = 1.

Sada mo�emo izraqunati tra�enu proseqnu vrednost. Naime, proseqna vrednost je jednaka:

avg =
6 · n6 + 7 · n7 + 8 · n8 + 9 · n9 + 10 · n10

12
=

6 · 4 + 7 · 1 + 8 · 5 + 9 · 1 + 10 · 1
12

= 7.5
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Zadatak 24. PravougaonikABCD je podeǉen na qetiri maǌa pravougaonika kao na slici.
Qetiri maǌa pravougaonika imaju sledece osobine: (a) obimi tri od ǌih su 11, 16 i 19;
(b) obim qetvrtog nije ni najmaǌi ni najveci me�u uoqena qetiri pravougaonika. Koliki
je obim pravougaonika ABCD?

Taqan odgovor: B

Rexeǌe. Na slici se jasno vidi da najmaǌi obim ima pravougaonik PSLD ,a da najve�i
obim ima pravougaonik SMBN .Prema tome se dobijaju slede�e jednakosti LS + LD = 11

2 i
MB +MS = 19

2 . Daǉe kako je AM +MB = AB i MS + LD = AD zamenom ovih vrednosti u
jednaqini MB+MS = 19

2 se dobija AB−LS +AD−LD = 19
2 ⇒ AB+AD = 19

2 + 11
2 = 15 , Kako

je obim jednak 2 · (AB +AD) rexeǌe je 30.

Zadatak 25. Kengur �eli da rasporedi brojeve od 1 do 12 po kru�nici na slici tako da se
susedni brojevi uvek razlikuju ili za 1 ili za 2. Koji brojevi moraju biti susedni?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Ako brojevi na kru�nici moraju da se razlikuju za najvixe 1 ili 2, to znaqi da
oko broja 1 moraju biti brojevi 2 i 3 sa obe strane. Ostale brojeve re�amo parne sa jedne,
a neparne sa druge strane. Od ponu�enih odgovora jedino su brojevi 8 i 10 dva broja iste
parnosti jedan pored drugog. Tako da je rexeǌe G.

Zadatak 26.Petar �eli da pravougaonik dimenzije 6 h 7 iseqe na kvadrate sa celobrojnim
du�inama stranica. Koliko najmaǌe kvadrata on mo�e dobiti?
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Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Mo�emo konstruisati slede�i primer (5 iseqenih kvadrata):

Najve�i kvadrat koji se mo�e ise�i je dimenzije 6 h 6. Tada �e najmaǌi broj iseqenih
kvadrata biti 7. Ako se iseqe kvadrat dimenzije 5 h 5, tada je nemogu�e da ukupni broj
iseqenih kvadrata bude maǌi od 5, xto se trivijalno mo�e utvrditi.

Zadatak 27. Neka poǉa kvadratne table dimenzije 4 × 4 su obojena crvenom bojom. Broj
crvenih poǉa u svakoj vrsti oznaqen je na kraju vrste, a broj crvenih poǉa u svakoj koloni
je oznaqen ispod ǌe.

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Posmatrajmo sve table ponaosob. Tabla pod a) U prvoj vrsti je bilo 4 poǉa
obojena crvenom bojom, a u prvoj koloni nula poǉa xto je nemogu�e, jer je gorǌe levo poǉe
ili obojeno ili neobojeno, ne mo�e oboje istovremeno, xto znaqi da ovakva tabla ne postoji.
Tabla pod b) Ukupno crvenih poǉa u kolonama ima 2+2+3+1 = 8, a u vrstama 3+3+1+1 = 7
xto nije mogu�e. Tabla pod v) U drugoj koloni broj crvenih poǉa je 3, a u 1. i 2. vrsti je
mogu�e da ima po 3 obojena poǉa dok u 3. i 4. vrsti nema obojenih poǉa, pa je maksimalan
broj obojenih poǉa u 2. koloni 2, xto je kontradikcija. Tabla pod d) U 2. i 4. koloni ima po
3 obojena poǉa. U 1. vrsti nema obojenih poǉa xto znaqi da u ostalim moraju biti barem
po 2 obojena poǉa, a 4. vrsta ima samo 1 obojeno poǉe xto je kontradikcija. Sledi, jedina
mogu�a tabla je pod g).

Zadatak 28. Parqe papira kvadratnog oblika ima povrxinu 64cm2. Kvadrat je presavijen
dva puta kao xto je prikazano na slici. Koliki je zbir povrxina osenqenih pravougaonika?

Taqan odgovor: G
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Rexeǌe. Neka je teme koje se prvo pomera A, a ono koje se drugo pomera neka bude C. Teme
poqetnog kvadrata koje se nalazi iznad du�i AC oznaqimo slovom B. Preostala neobele�ena
taqka poqetnog kvadrata je D. Prvim savijaǌem taqka A mora da se dovede na du� BD,
samim tim je du� AA′ jednaka A′B, pa su pojedinaqno jednake po 8

2 = 4. Sada obele�imo
preseqnu taqku du�i koja se dobija prvim savijaǌem i stranice AD sa E. Sada u drugom
savijaǌu taqku C treba dovesti na du� A′E. Ukoliko produ�imo stranicu AB do preseka
sa pravom koja prolazi kroz C i paralelna je sa A′E. Obele�imo taqku preseka sa F .
Du� A′F = A′B + BF = A′B + BC. Sada �e i ta du� biti prepolovǉena. Dakle du�ina
CC ′ = A′B+BC

2 = 4+8
2 = 6. Du� BC ′ �e biti jednaka BC − CC ′ = 8 − 6 = 2. Ove du�i BC ′

i A′B su upravo stranice pravougaonika qija se povrxina tra�i. Kako imamo dva takva
pravougaonika, rexeǌe 4 · 2 · 2 = 16cm2

Zadatak 29. Aleksin ku�ni broj ima tri cifre. Ako se obrixe prva cifra Aleksinog broja
dobija se Bogdanov ku�ni broj. Brisaǌem prve cifre Bogdanovog ku�nog broja dobija se
Veǉkov ku�ni broj. Zbir Aleksinog, Bogdanovog i Veǉkovog ku�nog broja je 912. Koja je
druga cifra Aleksinog ku�nog broja?

Taqan odgovor: V

Rexeǌe. Neka je Aleksin broj abc = 100a + 10b + c. Tada je Bogdanov broj bc = 10b + c, a
Veǉkov c = c, gde su a, b i c cifre. Zbir ovih brojeva je:

abc+ bc+ c = 912

100a+ 10b+ c+ 10b+ c+ c = 912

100a+ 20b+ 3c = 912

100a+ 20b = 912− 3c

Kako je leva strana deǉiva sa 10, onda mora biti i desna, tj. broj 912−3c se mora zavrxavati
nulom. Kako je c cifra, da bi zadovoǉavala ovaj uslov, ona mora biti 3, xto se mo�e
utvrditi proverom za sve vrednosti te cifre. Odavde je:

100a+ 20b = 912− 12

100a+ 20b = 900

5a+ b = 45

Za a jednako 1, 2, 3, 4, 5, 6 ili 7, b ne�e biti cifra. Za a = 8, b �e biti 5, dok �e za a = 9,
b biti 0, xto nije mogu�e, jer Bogdanov broj, bc, mora biti dvocifren. Odatle je jedina
mogu�nost a = 8, b = 5 i c = 4, odnosno, jedina mogu�nost za b je 5.

Zadatak 30. Ani i Bojani su data dva uzastopna prirodna broja (na primer Ani 7, a Bojani
6). One znaju da su im dati uzastopni brojevi, svaka zna broj koji je ǌoj dat, ali ne zna
broj koji je dat drugoj devojqici. One su vodile sledecji razgovor. Ana ka�e Bojani: ’Ja
ne znam tvoj broj.’Bojana ka�e Ani: ’Ja ne znam tvoj broj.’ Onda Ana ka�e Bojani: ’Ja sada
znam tvoj broj! On je delilac broja 20.’Koji je Anin broj?
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Taqan odgovor: B

Rexeǌe. Ana zna da je Bojanin broji delilac broja 20 i zna da je on za 1 veci ili za 1
maǌi od ǌenog boja. Pa ako je Anin broj x onda su i x+ 1 i x− 1 delioci broja 20. Takvi
brojevi su 3 i 1. Ako bi imala broj 1 jedina mogucjnost za Bojanin broj bila bi 2 i ona u
prvoji recenici nebi rekla da ne zna Bojanin broj. Ana je dobila broji 3.
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4 Kategorija - 7. i 8. razred

Zadatak 1. Qetiri qokoladne table koxtaju 6e vixe nego xto koxta jedna qokoladna tabla.
Koliko koxta jedna qokoladna tabla?

Taqan odgovor: B

Rexeǌe. Jedaqina iz koje mo�emo dobiti vrednost jedne table je: 4x = x+6, odakle je x = 2
evra.

Zadatak 2. 11, 11 - 1, 111 =

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Oduzmimo ova dva broja. ǋihova razlika je 9,999.

Zadatak 3. Sat stoji na stolu, okrenut na gore, tako da je kazaǉka koja pokazuje minute
usmerena ka severoistoku. Koliko minuta treba da pro�e dok kazaǉka koja pokazuje minute
ne bude prvi put bila usmerena ka severozapadu?

Taqan odgovor: A

Rexeǌe. Kako je ugao izme�u severoistoqne i severozapadne pozicije 270o , a ugao od 360o

odgovara vremenu od 60 minuta, sledi da dati ugao odgovara vremenu od 45 minuta (270 :
360 = h : 60 . Dakle, h = 45).

Zadatak 4. Marija ima makaze i pet slova od kartona. Ona seqe svako slovo taqno jednom
(po pravoj liniji), tako da se dobije xto je mogu�e vixe delova. Od kog slova �e dobiti
najvixe delova?

Taqan odgovor: D

Rexeǌe. Optimalna seqeǌa svakog slova su prikazana na slici, sa koje se vidi da slovo O
mo�emo da preseqemo na 2 dela, slova F, S,H na po 4 dela, i slovo M na 5 delova.
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Zadatak 5. Zmaj ima pet glava. Svaki put kada mu se odseqe jedna glava, ǌemu izraste pet
novih. Koliko �e glava imati zmaj nakon xto mu se odseqe xest glava?

Taqan odgovor: V

Rexeǌe. Posle jednog seqeǌa, zmaj je ,,u dobitku” za −1+5 = 4 glave. Posle 6 seqeǌa, zmaj
�e imati jox 6 · 4 glave, znaqi ukupno 5 + 24 = 29.

Zadatak 6. U kom od slede�ih izraza se umesto broja 8 mo�e uzeti bilo koji drugi pozitivan
broj (broj 8 se svuda gde se javǉa u izrazu zameǌuje istim brojem) tako da se vrednost izraza
ne promeni?

Taqan odgovor: D

Rexeǌe. Ako u izrazima zamenimo 8 sa nekim prirodnim brojem k, dobi�emo:
a) (k + k) : k + k = 2k : k + k = 2 + k, xto zavisi od k (nema istu vrednost za sve pozitivne
brojeve)
b) k · (k + k) : k = k · 2k : k = 2k, xto tako�e zavisi od k
c) k + k − k + k = 2k, xto zavisi od k
d) (k + k − k) : k = k : k = 1, xto ne zavisi od k.

Zadatak 7. Svaka od devet staza u parku je dugaqka 100 m. Ana �eli da ide od taqke A do
taqke B tako da ne ide istom stazom dva puta. Kolika je du�ina najdu�e marxrute koju ona
mo�e izabrati?

Taqan odgovor: B Oqigledno prvi korak mo�emo izvesti na dva naqina,odnosno mozemo i�i
putaǌom od A do L ili od A do K.Ako bi ixli prvom putaǌom dakle od A do L prostim pre-

SEMINAR MATEMATIKE 32 Istra�ivaqka stanica Petnica



SEMINAR MATEMATIKE Kengur bez granica 2012 - BILTEN

brojavaǌem svih mogu�ih sluqajeva vidimo da je se najdu�a putaǌa sastoji od 6 staza odnos-
no najdu�a putaǌa u ovom sluqaju bi bila 600m jedan takav primer putaǌe bio bio redom
AL,LF, FK,KT, TF, FB.U drugom sluqaju tj.ako bi nam prvi korak bio od A do K tada bi na-
jdu�a putaǌa bila saqiǌena od 7 staza ,takav primer bi bio AK,KL,LF, FK,KT, TF, FB,pa
je marxruta duga 700m.

Rexeǌe.

Zadatak 8. Na slici su prikazana dva trougla.

Na koliko naqina se mogu izabrati dva temena, po jedno na svakom trouglu, tako da prava
odre�ena tim temenima ne prelazi ni preko jednog trougla?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Ako �elimo da izaberemo pravu, moramo da izaberemo dva temena trouglova, jedno
iz jednog trougla, drugo iz drugog, koji je odre�uju. To mo�emo uraditi na 3 ∗ 3 = 9 naqina.
Jednostavnom proverom se vidi da samo 4 od tih 9 pravih zadovoǉava uslov da ta prava ne
prelazi ni preko jednog trougla.

Zadatak 9.Vukaxin je presavio list papira kao na slici i napravio makazama dva reza du�
pravih linija. Koji od slede�ih oblika ne mo�e da bude rezultat?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Jednim presavijaǌem papira, pravǉeǌem 2 reza i vra�aǌem papira u poqetni
polo�aj, mo�e se dobiti najvixe 4 reza. Na slici G postoje 8 rezova, xto je nemogu�e.

Zadatak 10. Kvadar je sastavǉen od qetiri dela, kao xto je prikazano na slici. Svaki deo
je obojen jednom bojom i sastoji se od qetiri kocke. Kog je oblika beli deo?
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Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Poxto se vide 2 kocke bele boje, ostale dve su u doǌem redu koji se ne vide.
Poxto se vide 3 tamno sive kocke posledǌa mora da se nalazi ispod bli�e bele kocke. Sva
mogu�a rexeǌa otpadaju sem slike pod g).

Zadatak 11. Marko je formirao dva qetvorocifrena broja koriste�i cifre 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7 i 8. On �eli da zbir ta dva broja bude najmaǌi mogu�. Koji je najmaǌi mogu�i zbir ?

Taqan odgovor: V

Rexeǌe. Neka su cifre od kojih je sastavǉen neki qetvorocifren broj A,B,C,D. Tada je
vrednost broj upravo A · 1000 +B · 100 + C · 10 +D · 1. Kako imamo dva qetvorocifrena broja
imamo dva ovakva izraza, to jest, pored prvog imamo jox i E · 1000 + F · 100 + G · 10 +H · 1.
Ukoliko saberemo ova dva izraza, dobijamo (A+E) · 1000+ (B +F ) · 100+ (C +G) · 10+D+F .
Kako ovaj izraz treba da bude minimalan, stavi�emo da je A + E = 1 + 2. Odatle uvi�amo
kako �e izgledati zbir ova dva broja, to jest, B+F = 3+4, C+G = 5+6, kao i D+F = 7+8.
Ukoliko izraqunamo ove vrednosti u izrazu iznad dobijamo odgovor 3825.

Zadatak 12. Gospodin �ivi� sadi graxak i jagode. Ove godine je promenio deo baxte
pravougaonog oblika u kome sadi graxak produ�avaju�i jednu stranicu za 3 m i dobio
kvadratni oblik. Kao rezultat te promene povrxina dela baxte pod jagodama se smaǌila
za 15 m2. Kolika je bila povrxina dela baxte pod graxkom pre promene?

Taqan odgovor: V

Rexeǌe. Kako se du�ina parcele pod graxkom pove�ala za 3 m, a povrxina dela pod
jagodama se smaǌila za 15 m2, odnosno povrxina dela pod graxkom se pove�ala za 15 m2.
Odavde se mo�e zakǉuqiti da je xirina parcele 15m2

3 m = 5 m. Kako je nakon promene parcela
pod graxkom bila kvadratnog oblika, obe ǌene stranice bi�e jednake 5 m, pa je povrxina
nove parcele pod graxkom (5 m)

2
= 25 m2. Odatle se dobija da je povrxina parcele pod

graxkom pre pove�aǌa bila 25 m2 − 15 m2 = 10 m2.
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Zadatak 13. Bojana �eli da kompletira dijagram upisuju�i tri broja, po jedan u svako
prazno poǉe. Ona �eli da zbir prva tri broja bude 100, da zbir tri sredǌa broja bude 200
i da zbir posledǌa tri broja bude 300. Koji broj Bojana treba da upixe u poǉe na sredini
dijagrama?

Taqan odgovor: B

Rexeǌe. Nek su na 2. 3. i 4. mestu upisani brojevi a, b i c. znamo da je 10 + a + b = 100,
a+b+c = 200, b+c+130 = 300. b = 10+a+b+b+c+130−a−b−c−10−130 = 300+100−200−130−10 =
60.

Zadatak 14. Odrediti x na slici.

Taqan odgovor: B

Rexeǌe. Tra�eni ugao pomo�u jednakosti koje va�e za zbir uglova u trouglu i suplementne
uglove mo�emo dobiti iz jednaqine: x = 180− (180−93+180− (180−100+58)), odakle je x = 51
stepen.

Zadatak 15.Na svakoj od qetiri karte sa jedne strane je napisan broj, a sa druge osobina
broja. Qetiri napisane osobine su: ”deǉiv sa 7”,”prost”, ”neparan”, ”ve�i od 100”, a
qetiri napisana broja su: 2; 5; 7 i 12. Na svakoj karti napisani broj ne zadovoǉava
osobinu napisanu sa druge strane. Koji broj je napisan na karti na kojoj pixe ”ve�i od
100”?

Taqan odgovor: V

Rexeǌe. Posmatrajmo broj 7. On je neparan, deǉiv sa 7 i prost, pa je samim tim on napisan
na jedinoj preostaloj kartici, a to je kartica ”ve�i od 100”.
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Zadatak 16. Tri mala jednakostraniqna trougla iste veliqine su odseqena na uglovima
velikog jednakostraniqnog trougla stranice du�ine 6 cm, kao xto je prikazano na slici.
Zbir obima tri mala trougla je jednak obimu sivog xestougla. Kolika je du�ina stranice
malih trouglova?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Neka je stranica malog trougla a. Oznaqimo sa OT obim malog trougla ( OT=3a),
a obim xestougla O6 (O6 = 3a + 3b). Po uslovu zadatka je 3· OT = O6, odn. 9 a = 3 a + 3 b,
sledi b = 2 · a. Pored toga, 2a + b = 6, odakle je a = 1, 5cm.

Zadatak 17. Komad sira je bio iseqen na veliki broj komada. Tokom dana leǌi maqak Ginger
je posmatrao kako su brojni mixevi doxli i ukrali neke parqi�e sira. Ginger je primetio
da je svaki mix ukrao razliqiti broj parqi�a, ali svaki maǌe od 10 i da nijedan mix nije
ukrao dva puta vixe parqi�a od bilo kod drugog mixa. Koji je najve�i broj mixeva koje je
Ginger mogao da vidi kako kradu sir?

Taqan odgovor: V

Rexeǌe. Mixevi �e redom da jedu prirodne brojeve parqi�a sira, pri tome preskaqu�i
parne brojeve od kojih se ve� pojavio duplo maǌi broj. Dakle, to su brojevi 1, 3, 4, 5, 7, 9,
odnosno 6 mixeva je kralo sir.

Zadatak 18. Pokretna traka na aerodromu je dugaqka 500m i kre�e se brzinom od 4km/h.
Ana i Branko su stali na poqetak pokretne trake u istom trenutku. Ana se na traci kre�e
brzinom od 6km/h, dok Branko stoji. Koliko �e Ana biti udaǉena od Branka u momentu
kada ona do�e na kraj trake?

Taqan odgovor: D

Rexeǌe. Na�imo vreme t posle koga �e se Ana na�i na kraju trake. Ona se kre�e brzinom
od 6 + 4 = 10km/h (ǌena brzina+brzina stepenica) i prelazi rastojaǌe od 0, 5km. Poxto
je t = s/v, nalazimo da je tra�eno vreme jednako 0, 05h. Za to vreme, Branko �e pre�i
0, 05 · 4 = 0, 2km, te �e rastojaǌe izme�u ǌih biti 500− 200 = 300m.
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Zadatak 19. Magiqni kvadrat koji govori ima originalno stranicu du�ine 8 cm. Ako ka�e
istinu, ǌegova stranica postaje 2 cm kra�a. Ako la�e, ǌegov obim se udvostruqi. On je
izgovorio qetiri reqenice, od kojih su dve istinite, a dve neistinite, u nekom poretku.
Koji je najve�i mogu�i obim kvadrata nakon tih izgovorenih reqenica?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Poqetni obim je 32cm. Ako kvadrat ka�e istinu, obim mu se smaǌi za 4 · 2 = 8cm,
a ako sla�e obim se pove�a dva puta. ǋegove qetiri izjave mo�emo da ”rasporedimo” na 6
naqina:

1. Netaqna, netaqna, taqna, taqna: novi kvadrat ima obim O1 = 32 · 2 · 2− 8− 8 = 128− 16 =
112cm.

2. Netaqna, taqna, netaqna, taqna: obim novog kvadrata O1 = (32 · 2− 8) · 2− 8 = 104cm.

3. Netaqna, taqna, taqna, netaqna: obim novog kvadrata O1 = (32 · 2− 8− 8) · 2 = 96cm.

4. Taqna, netaqna, netaqna, taqna: obim je O1 = (32− 8) · 2 · 2− 8 = 88cm.

5. Taqna, netaqna, taqna, netaqna: obim je O1 = ((32− 8) · 2− 8) · 2 = 80cm.

6. Taqna, taqna, netaqna, netaqna: obim je O1 = (32− 8− 8) · 2 · 2 = 64cm.

Dakle, maksimalan obim je 112cm.

Zadatak 20. Kocka se kotrǉa u ravni tako xto se okre�e oko ivica. ǋena doǌa strana
prolazi pozicije 1; 2; 3; 4; 5;6 i7, redom, kao na slici. Na kojim dvema od ovih pozicija se
naxla ista strana kocke?

Taqan odgovor: B

Rexeǌe. Dokaza�emo dokaza�emo da se istra strana kocke naxla na poziciji 1 i 6
i da je ta strana ABCD. Neka je data kocka ABCDEFGH obelezimo stranu ABCD
sa 1 to je ujedno i osnovna ivica date kocke,zatim neka su 2, 3, 4, 5, 6 oznake za strane
ADHE,BCGF,ABFE,DCGH,EFGH redom.Daǉe prema gorǌom slici posle dva poteza tj.kad
se kocka na�e na kvadratu oznaqenim brojem 2 tj.na pozicija 2 tada �e strana ABCD kocke
do�i na mestu gde je prvobitno bila strana 2 odnosno ADHE,daǉe kada se kocka na�e u pozi-
ciji 3 onda ce strana ABCD biti na mestu gde je u poqetnoj pozicija bila strana 6 odnosno
EFGH.Zatim kada se kocka na�e u poziciji 5 tada �e strana ABCD biti na mestu gde je
u pocetnoj poziciji bila strana 5 odnosno DCGH,daǉe ako posmatramo sliku iz zadatka
oqigledno da pri prelasku iz pozicije 5 u poziciju 6 strana ABCD mora naci na mestu gde
je prvobitno ona i sam bila tj.strana ABCD postaje osnovna strana kocke u pozicija 1 i
6,odakle sledi tvr�eǌe zadatka.
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Zadatak 21. Adam ima 5 kocki. Kada ih rasporedi od najmaǌe do najve�e razlika izme�u
bilo koje dve sustedne je 2 cm. Najve�a kocka je visoka koliko i kula napravǉena od dve
najmaǌe kocke. Koliko je visoka kula napravǉena od svih pet kocki?

Taqan odgovor: D

Rexeǌe. Obele�imo sa a1, a2, a3, a4, a5 visine kocki koje su pore�ane u rastu�em poretku
(a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ a4 ≤ a5). U zadatku je reqeno da je:

a1 + 2 = a2

a2 + 2 = a1 + 4 = a3

a3 + 2 = a1 + 6 = a4

a4 + 2 = a1 + 8 = a5.

Tako�e, znamo da je: a1 + a2 = a5, pa mo�emo izraqunati da je: a1 + a1 + 2 = a1 + 8, odnosno:
a1 = 6.

Suma je a1 + a2 + a3 + a4 + a5 = a1 + a1 + 2 + a1 + 4 + a1 + 6 + a1 + 8 = 5a1 + 20 = 50.

Zadatak 22.Na slici ABCD je kvadrat, M je sredixte du�i AD i MN je normalo na AC.
Koji je odnos povrxine sivog trougla MNC prema povrxini kvadrata?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Neka je a stranica kvadrata ABCD, i neka je X presek dijagonala AC i BD.
Iz pitagorine teoreme primeǌene na trouglove AXD,AXB,BXC,DXC i MDC dobijamo:
DX = XB = XA = XC = a

√
2

2 i da je MC = a
√
5

2 . Kako je M sredixte stranice AD, odatle

sledi da je MN = a
√
2

4 . Sada mo�emo izraqunati slede�e: NC2 = MC2 − MN2 = 5a2

4 .
Povrxina trougla MNC se izraqunava kao P (MNC) = MN ·NC

2 = 3a2

16 , a povrxina kvadrata
ABCD je a2. Iz dobijenog sledi da je odnos povrxina jednak 3 : 16.

Zadatak 23. Tango se igra u parovima, svaki par qine jedan muxkarac i jedna �ena. Na
balu je bilo prisutno ne vixe od 50 ǉudi. U jednom momentu je 3

4 muxkaraca igralo sa 4
5

�ena. Koliko ǉudi je igralo u tom momentu?

SEMINAR MATEMATIKE 38 Istra�ivaqka stanica Petnica



SEMINAR MATEMATIKE Kengur bez granica 2012 - BILTEN

Taqan odgovor: B

Rexeǌe. Ako je x + y =< 50 i 3
4 · x = 4

5 · y sledi da je 15 · x = 16 · y. Sledi da x mora biti
deǉiv sa 16 i y deǉiv sa 15. Odakle je x = 16 i y = 15 jer bi inaqe bio zbir barem 2 puta
ve�i i onda bi zbir bio barem 62 xto je kontradiktorno uslovu. Pa je ukupan broj ǉudi
koji su plesali 3

4 · 16 + 4
5 · 15 = 24.

Zadatak 24. David �eli da rasporedi brojeve od 1 do 12 po kru�nici tako da se susedni
brojevi uvek razlikuju ili za 2 ili za 3. Koji brojevi moraju biti susedni?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Nakon malo razmatraǌa uoqavamo da se oko broja 1 moraju na�i samo brojevi 3
i 4. Tako�e, oko broja 12 se moraju na�i samo brojevi 9 i 10. Dovoǉno je da napravimo
jedan takav raspored i vidimo da li neki od ponu�enih odgovora mogu�e prona�i me�u svim
parovima prona�ene kombinacija. Jedina kombinacija koja se pojavǉuje je upravo 4 i 6.

Zadatak 25. Neki trocifreni brojevi imaju slede�u osobinu: ako se obrixe prva cifra
broja, dobija se potpuni kvadrat; ako se umesto ǌe obrixe posledǌa cifra broja, opet se
dobija potpuni kvadrat. Koliki je zbir svih trocifrenih brojeva sa ovom osobinom?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Kako su ova dva potpuna kvadrata dobijena brisaǌem jedne cifre trocifrenih
broja, oni moraju biti dvocifreni. Dvocifreni potpuni kvadrati su: 16, 25, 36, 49, 64, 81.
Tako�e, mora va�iti da je posledǌa cifra prvog kvadrata jednaka prvoj cifri drugog
kvadrata. Ukoliko je prvi kvadrat 25 ili 49, onda drugi kvadrat mora poqiǌati cifrom
5, odnosno 9, xto je nemogu�e. Kada je prvi kvadrat jednak 16 ili 36, drugi mora biti 64.
Kada je prvi kvadrat 64, drugi mora biti 49, dok, ako je prvi kvadrat 81, drugi mora biti
16. Odavde se mo�e zakǉuqiti da su trocifreni brojevi koji zadovoǉavaju uslove zadatka
164, 364, 649 i 816, a ǌihov zbir je 1993.

Zadatak 26. Kǌiga ima 30 priqa, od kojih svaka poqiǌe na novoj strani. Du�ine priqa su
1, 2, 3,.., 30 strana. Prva priqa poqiǌe na prvoj strani. Koji je najve�i broj priqa koje
mogu poqiǌati na stranama sa neparnim brojem?

Taqan odgovor: D

Rexeǌe. Ako prica ima neparan broj stranica slede�a priqa poqiǌe na stranici
razilicite parnosti od predhodne, a ako je broj stranica neparan onda na stranici ko-
ja je iste parnosti kao i poqetna stranica predhodne priqe. Prva prica pociǌe neparnim
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brojem. Ako bi prvih 15 priqa imale paran broj stranica one bi sve poqiǌale na neparnoj
stranici. 16., 17., .. 30. prica bi imale neparan broj stranica pa bi sveaka druga poqiǌala
neparnim brojem. Pa kako 16. poqiǌe neparnim brojem broj priqa koje pociǌu na neparnoji
stranici poqev od 16. do 30. je 15+1

2 = 8. Ukupno ima 23 priqa koje pociǌu neparnom stran-
icom. jasno je da je ovo najve�i broj jer svaka priqa neparne du�ine meǌa parnost poqetne
stranice dok parne du�ine ne meǌa. Pa je broj priqa koje imaju neparan broj stranica i
poqiǌu parnim brojem je 8 bez obzira na nacin na koji ih rasporedimo. Jasno je da reseǌe
ne moze da bude vece od 8+15 jer je preostalo 15 prica i reseǌe je najve�e ako sve one
poqiǌu neparnim brojem.

Zadatak 27. Jednakostraniqni trougao startuje iz date pozicije i kre�e se do nove pozicije
nizom koraka. U svakom koraku se rotira oko centra, prvo za 3◦ zatim za 9◦ onda za 27◦ i tako
daǉe (u n-tom koraku se rotira za (3n)◦. Koliko �e ukupno razliqitih pozicija, ukǉuquju�i
i startnu poziciju, trougao pri tom kretaǌu zauzeti? (Dve pozicije se smatraju istom ako
trougao pokriva isti deo ravni.).

Taqan odgovor: B

Rexeǌe. Da bi se naxao u poqetnoj poziciji, trougao se mora rotirati za 120x stepeni, gde
je x neki prirodan broj. Oqito je da se prvi takav sluqaj dexava kada se trougao rotira
qetiri puta, jer je 3 + 9 + 27 + 81 = 120.

Zadatak 28. Kanap je presavijen na pola, zatim opet na pola, i jox jednom na pola. Nakon
toga kanap je preseqen i tako je dobijeno nekoliko delova. Du�ine dva od tih delova su 4m
i 9m. Koja od slede�ih du�ina ne mo�e predstavǉati du�inu celog kanapa?

Taqan odgovor: V

Rexeǌe. Tokom savijaǌa kanap �e imati oblike poput oblika na slici. Primetimo da
tokom seqeǌa kanapa se dobija vixe delova, koji mogu imati tri razliqite du�ine(na slici
su delovi razliqitih du�ina obojeni trima razliqitim bojama).

Oznaqimo du�inu �utog dela a ∈ R+, du�inu crvenog dela b ∈ R+ i du�inu zelenog dela
c ∈ R+. Va�i da je deo kanapa obojen zelenom bojom duplo du�i od dela kanapa obojenog
�utom bojom, tj. c = 2a. Iz uslova zadatka sledi da su 2 od ovih 3 ralzliqitih du�ina
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jednake vrednostima 4m i 9m. Pa odatle, sledi da ako s ∈ N predstavaǉa du�inu xtapa
mo�e imati slede�e vrednosti:
1)a = 9m i b = 4m, tada je du�ina kanapa jednaka s = 8 · a+ 4 · b = 88
2) a = 4m i b = 9m, tada je du�ina kanapa jednaka s = 8 · a+ 4 · b = 68
3) b = 4m i c = 9m, tada je du�ina kanapa jednaka s = 4 · b+ 4 · c = 52
4) b = 9m i c = 4m, tada je du�ina kanapa jednaka s = 4 · b+ 4 · c = 52
Poxto su navedene sve mogu�e vrednosti du�ine kanapa, sledi da od ponu�enih vrednosti
du�ina xtapa ne mo�e biti 72m, pa je taqan odgovor pod V.

Zadatak 29. Trougao je sa tri du�i podeǉen na qetiri trougla i tri qetvorougla. Zbir
obima tri qetvorougla je 25 cm, a zbir obima qetiri trougla je 20 cm. Obim celog trougla
je 19 cm. Koliki je zbir du�ina tri du�i kojima je podeǉen trougao?

Taqan odgovor: V

Rexeǌe. Neka je O4 suma obima qetvorouglova, O3 suma obima malih trouglova, OT obim
velikog trougla, a l tra�ena duzina. Tada je O4 + O3 = OT + 2· l, odn. 25 + 20 = 19 + 2· l.
Sledi da je l = 13 cm.

Zadatak 30. U svako poqe mre�e 3 × 3 na slici upisan je po jedan pozitivan broj, tako
da va�i: proizvod tri broja iz svake vrste i svake kolone je jednak 1; proizvod 4 broja u
svakom kvadratu 2× 2 je jednak 2. Koji broj treba upisati u centralno poǉe?

Taqan odgovor: A

Rexeǌe. Obele�i�emo brojeve u ovoj mre�i na slede�i naqin:

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

Kada pomno�imo brojeve u svim kvadratima 2×2, dobijamo 24 = 16 = (a1 ·a2 · b1 · b2) · (a2 ·a3 · b2 ·
b3) · (b1 · b2 · c1 · c2) · (b2 · b3 · c2 · c3) = a1 · a22 · a3 · b21 · b42 · b23 · c1 · c22 · c3 Kada podelimo ovaj proizvod sa
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vrstom b1b2b3 = 1 i kolonom a2b2c2 = 1, dobijamo 16÷(12) = 16 = a1 ·a2 ·a3 ·b1 ·b22 ·b3 ·c1 ·c2 ·c3. Da
bi dobili b2, iz ovog proizvoda trebaju da nestanu a1, a2, a3, b1, b3, c1, c2, c3. To �emo dobiti
deǉeǌem trenutnog proizvoda sa vrstama a1a2a3 = 1, b1b2b3 = 1, c1c2c3 = 1, i time dobijamo
da je 16 = b2
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5 Kategorija - 9. i 10. razred

Zadatak 1. Na slici je prikazan jednakokraki trougao. Taqke M i N si sredixta jednakih
stranica. Trougao je dvema pravim linijama podeǉen na qetiri oblasti. Povrxine tri od
tih oblasti su 3,3 i 6, kao xto je prikazano. Kolika je povrxina qetvrte oblasti?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Oznaqimo temena trougla slovima A, B, C. Iz uslova zadatka je AM = CM , te je
povrxina trouglova ABM i CBM jednaka zato xto imaju zajedniqku visinu. Odatle sledi
da je tra�ena povrxina 9− 3 = 6.

Zadatak 2. 11, 11− 1, 111 =

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. 11, 11− 1, 111 = 11, 110− (1, 110 + 0, 001) = 11, 110− 1, 110− 0, 001 = 10− 0, 001 = 9, 999

Zadatak 3. Kvadar je sastavǉen od qetiri dela, kao xto je prikazano na slici. Svaki deo
je obojen jednom bojom i sastoji se od qetiri kocke. Kog oblika je beli deo?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Za dva dela vidimo sve qetiri kocke koje je grade, osim za jednu (najbli�u nama)
za koju vidimo samo tri dela. Ukoliko bi i tre�i deo znali ceo, mogli bi jedinstveno
da odredimo tra�eni deo. Me�utim, to nam zapravo i nije potrebno. Posmatrajmo teme,
odnosno kocku u temenu koju ne vidimo (temena ima 8 a mi sa slike vidimo samo ǌih 7).
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Ono pripada tra�enom delu i to je jedina kocka sa zadǌe strane koje pripada naxem delu.
Posmatraju� dve bele kockice koje vidimo, one su ”iznad” kocke u temenu, pa da bi ih
spojili moram dodati jox jednu kocku, posledǌu za taj deo. To je mogu�e uraditi na samo
jedan naqin, a to je upravo mogu�nost G.

Problem se mo�e uraditi i sistemom eliminacije - jednostavno razmatramo svaki pono�eni
deo i pokuxamo da isti postavimo na tra�enu poziciju. Ovo je mo�a i boǉi pristup prob-
lemu, jer smo gore koristili qiǌenicu da su kockice iz dela spojene (xto formlano nije
navedene u samoj postavci problema).

Zadatak 4. Kada Anka xaǉe poruku Bori ona koristi slede�i sistem, koji je Bori poznat.
Za svako slovo u poruci, ona najpre slovo prevodi u broj: A = 01, B = 02, C = 03, . . . ,
Z = 26, a zatim taj broj mno�i sa 2 i dodaje mu 9. Bori xaǉe niz rezultata. Jutros je Bora
dobio niz 25− 19− 45− 38. Koja je bila originalna poruka?

Taqan odgovor: D

Rexeǌe. Rexeǌe je da je Anka napravila grexku. Zaxto? Kodovi slova se mno�e sa 2 i
dodaje im se 9. To znaqi da svaki rezultat koji se dobije mora biti neparan broj. Ako
se pogleda poruka koju je Bora dobio, mo�e se videti da su svi brojevi neparni, osim 38.
Dakle, Anka je napravila grexku.

Zadatak 5.Du�ina stranice kvadrata ABCD je 4cm. Kvadrat ima istu povrxinu kao i
trougao DCE. Koliko je rastojaǌe taqke E od prave g?

Taqan odgovor: B

Rexeǌe.

Neka su F i G podno�ja normala iz taqke E na CD i AB, respektivno. Iz uslova zadatka
sledi da je P (CDE) = CD·EF

2 = P (ABCD) = 16cm2. Odatle dobijamo EF = 8cm. Lako se
uoqava da je FG = AD = 4cm. Rastojaǌe taqke E od prave g je EF + FG = 12cm.

Zadatak 6. Zbir cifara sedmocifrenog broja je 6. Koliki je proizvod ǌegovih cifara?
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Taqan odgovor: A

Rexeǌe. Ako je zbir cifara sedmocifrenog broja 6 onda barem jedna cifra mora biti
jednaka nuli, pa je ǌihov proizvod jednak nuli.

Zadatak 7. Du�ine kateta pravouglog trougla ABC su 6cm i 8cm. Taqke K, L i M su
sredixta stranica trougla. Odrediti obim trougla KLM .

Taqan odgovor: B

Rexeǌe. Kako su K, L, i M taqke koje se nalaze na sredini stranica, tada su stranice
trougla KLM zapravo sredǌe linije poqetnog trougla. Prema Pitagorinoj teoremi c2 =
62 + 82 = 36 + 64 = 100, pa je c = 10. Obim poqetnog trougla je O = 6 + 8 + 10 = 24, a obim
trougla KLM je pola od toga, jer je svaka stranica polovina neke od stranica trogla ABC,
pa je rexeǌe 12.

Zadatak 8. U qetiri od datih izraza se broj 8 mo�e zameniti bilo kojim drugim pozitivnim
brojem (broj 8 se svuda gde se javǉa u izrazu zameǌuje istim brojem) tako da vrednost ostane
ista. Koji izraz nema to svojstvo?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Ako umesto broja 8, u date izraze zamenimo pozitivnu promenǉivu x, vrednost tih
izraza bi�e, redom, 1, 1, 1

3 , 2x− 1, 1. Oigledno, jedini izraz koji meǌa vrednost za razliqite
vrednosti promenǉive x jeste 2x− 1.

Zadatak 9. Du�ine dveju stranica qetvorougla su jednake 1 i 4. Jedna dijagonala ima
du�inu 2 i deli qetvorougao na dva jednakokraka trougla. Odrediti obim qetvorougla.

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Neka su temena datog qetvorougla A, B, C i D. bez umaǌeǌa opstosti mozemo
da pretpostavimo da je AB = 4 i AC = 2 dijagonala koja deli taj qetvorougao na dve
jednakokraka trougla. Kako iz uslova va�i da je trougao ABC jednakokraki mora va�iti
AB = BC ili BC = CA.AC = BC = 2 i AB = 4 ne zadovoǉava nejednakost trougla pa je
AB = BC = 4.Sliqno ako je AD = CD = 1 ne bi bila zadovoǉena nejednakost trougla pa su
stranice AD i CD du�ine 1 i 2 u nekom redosledu. Obim qetvorougla je O = AB + BC +
CD +DA = 4 + 4 + 2 + 1 = 11.

Zadatak 10. Svaki od brojeva 144 i 220 je podeǉen prirodnim brojem N i ostatak u oba
sluqaja je 11. Odrediti N .
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Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Na osnovu teksta zadatka imamo jednaqine: 144 = N ·x+11 i 220 = N ·y+11. Odatle
se dobija x = 133/N i y = 209/N . Poxto su x i y prirodni brojevi, brojevi 133 i 209 moraju
biti deǉivi sa N . Rastavǉaǌem broja 133 na proste faktore dobijamo da N mo�e biti 1,
7, 19 ili 133. Kada to isto uqinimo i sa 209, dobijamo da je 19 jedini broj koji je faktor
i kod 133 i kod 209, pa je N = 19.

Zadatak 11. Ako Adam stoji na stolu a Marko na podu, onda je Adam vixi 80cm od Marka.
Ako Marko stoji na tom istom stolu a Adam na podu, onda je Marko vixi 1m od Adama.
Kolika je visina stola?

Taqan odgovor: V

Rexeǌe. Neka je visina Adama a ∈ R+, visina Marka m ∈ R+, a visina stola s ∈ R+. Tada
va�i : a+ s−m = 80cm i m+ s− a = 100cm. Rexavaju�i ovaj sistem jednaqina dobija se da
je du�ina stola s = 90cm.

Zadatak 12. Dragan i Mara su bacali novqi�. Ako novqi� padne na glavu, pobednik je
Mara i Dragan mora da joj da 2 bombone. Ako novqi� padne na pismo, pobednik je Dragan i
Mara mora da mu da 3 bombone. Nakon 30 bacaǌa novqi�a oboje su imali onoliko bombona
koliko su imali na poqetku igre. Koliko puta je Dragan pobedio?

Taqan odgovor: B

Rexeǌe. Neka je poqetan broj novqi�a koje su imali Dragan i Mara x i y, redom. Kada
novqi� padne na glavu, Dragan ima x−2, a Mara x+2 novqi�a, a kada padne na pismo, Dragan
�e imati x+3, a Mara y−3 novqi�a. Oznaqimo broj bacaǌa kada je novqi� pao na glavu g,
a kada je pao na pismo p. Poxto je ukupan broj bacaǌa 30, imamo sistem jednaqina:
p + g = 30
x − 2g + 3p = x
y + 2g − 3p = y. Rexavaju�i ovaj sistem dobijamo da je p = 12. Dakle, Dragan je pobedio
12 puta.

Zadatak 13. Pravougaonik xirine 6cm ogra�uje ”jednakokraki trougao” od krugova koji se
dodiruju, kao xto je prikazano na slici. Na�i najmaǌe rastojaǌe izme�u dva siva kruga?
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Taqan odgovor: V

Rexeǌe.

O1 O2 O3

O4 O5

O6

Obele�i�emo centre tih krugova sa O1, O2, O3, O4, O5, O6, kao na slici. Primetimo da je
O2O4O5O6 deltoid sastavǉen od dva jednakostraniqna trougla (∆O2O4O5 i ∆O4O5O6). Ras-
tojaǌe izme�u O2 i O6 jednako je zbiru visina ta dva trougla. Stranice tih trouglova
jednake su dvostrukom polupreqniku svakog od krugova. Poxto iz uslova zadatka imamo da
je 6r = 6cm, dobijamo r = 1cm. Dakle, |O2O6| = 2 · 2r

√
3

2 = 2
√
3, ali poxto se tra�i najmaǌe

rastojaǌe izme�u krugova (a ne izme�u ǌihovih centara), od dobijenog rastojaǌa centara
oduzimamo jox 2r, pa je krajǌe rexeǌe (2

√
3− 2)cm

Zadatak 14. U Banetovoj sobi se nalaze qetiri sata. Svaki od satova ili kasni ili �uri.
Na prvom satu vreme se razlikuje od taqnog za 2 minuta, na drugom za 3 minuta, na tre�em za
4 minuta i na qetvrtom za 5 minuta. Jednog dana Bane je �eleo da zna taqno vreme. Satovi
su tada pokazivali 6 minuta do 3, 3 minuta do 3, 3 i 2 minuta i 3 i 3 minuta. Koje je taqno
vreme bilo tada?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Imamo neku od slede�ih mogu�nosti: prva dva sata oba �ure, a druga dva kasne
ili obrnuto, prva dva kasne, a druga dva �ure. Razlika me�u vremenima koje pokazuju prva
dva je 3 min. Jedina takva razlika javǉa se kod kaxǌeǌa od 2 min i 5 min, tako da mo�emo
zakǉuqiti da je sat koji kasni 5 minuta upravo onaj koji pokazuje vreme 2.54, stoga je jasno
da je taqno vreme 2.59.

Zadatak 15. Na slici je prikazan pravougli trougao sa stranicama du�ina 5, 12 i 13.
Koliki je polupreqnik upisanog polukruga?
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Taqan odgovor: B

Rexeǌe. Ako preslikamo ovaj trougao u odnosu na du�u katetu, dobi�emo jednakokraki
trougao qiji kraci su du�ine 13, a osnovica du�ina 10. Polupreqnik kruga upisanog u taj
trougao je r = P

s =
10·12

2
10+13+13

2

= 10·12
36 = 10

3 , xto je jednako polupreqniku tra�enog polukruga.

Zadatak 16. Koliko ima qetvorocifrenih brojeva kod kojih je cifra stotina 3 i zbir
ostalih cifara tako�e jednak 3 ?

Taqan odgovor: D

Rexeǌe. Dati qetvorocifreni broj je oblika x1x2x3x4 ,gde je xi ∈ {0, 1, 2, · · · , 9} za i = {3, 4}
, i x1 ∈ {1, 2, · · · , 9} i x2 = 3. Daǉe kako po uslovu zadatka mora da bude x1 + x4 + x3 = 3
zakǉuqujemo da ovi brojevi moraju biti maǌi ili jednaki od 3 i ve�i ili jednaki od 0.
Razlikujemo slede�e sluqajeve.

• Prvi sluqaj kad je x1 = 3 onda je x3 = x4 = 0.

• Drugi sluqaj kad je x1 = 1 onda mo�e da bude x3 = x4 = 1 .

• Tre�i sluqaj kad je x1 = 1 onda mo�e da je jedan od brojeva x3 ili x4 da bude 2 ,a drugi
0.

• Qetvrti sluqaj kad je x1 = 2 onda mo�e jedan od brojeva x3 ili x4 da bude 1,a drugi 0.

Sada na osnovu ovih sluqajeva prostim zbrajaǌem dobijamo da ukupno ima 1 + 1 + 2 + 2 = 6
qetvorocifrenih brojeva.

Zadatak 17. Kengur u poǉaa mre�e 4 3 upisuje 12 brojeva od 1 do 9, tako da zbir brojeva u
svim vrstama bude isti i da zbir brojeva u svim kolonama bude isti. Neki brojevi su ve�
upisani, kao na slici. Koji broj �e biti upisan u sivo poǉe?
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2 4 2
3 3

6 1

Taqan odgovor: B

Rexeǌe. Obele�imo poǉa: (1, 3) sa a, (2, 1) sa b, (2, 4) sa c, (3, 2) sa d i (3, 4) sa x. Neka
je zbir po kolonama K, a zbir po vrstama V . Poxto je ukupan zbir u tablici uvek isti,
va�i da je: 3V = 4K. Mo�emo napisati slede�e jednakosti za vrste:

8 + a = V , pa je a = V − 8

b+ c+ 6 = V , pa je b+ c = V − 6

d+ x+ 7 = V , pa je d+ x = V − 7

Sliqne jednakosti va�e i za kolone:

b+ 8 = K, , pa je b = K − 8

d+ 7 = K , pa je d = K − 7

a+ 4 = K , pa je a = K − 4

c+ x+ 2 = K , pa je c+ x = K − 2

.

Ako izjednaqimo vrednosti promenǉive a, onda je: V − 8 = K − 4, sada je: V − K = 8 − 4.
Ako pomno�imo obe strane sa 3, dobi�emo: 3V − 3K = 12, pa je 4K − 3K = 12, odnosno
K = 12. Iz toga se mo�e izraqunati V = 16. Broj d je, iz druge jednakosti za kolone, jednak
d = 12 − 7 = 5. Ako se to zameni u posledǌu jednakost za vrste, mo�emo izraqunati da je
x = 4.

Zadatak 18. Tri atletiqara Kosta, Goran i Rale su uqestvovali u maratonskoj trci. Pre
trke su qetvorica gledalaca komentarisala ǌihove xanse. Prvi je rekao: Pobedi�e ili
Kosta ili Goran. Drugi je rekao: Ako Goran bude drugi, onda �e Rale da pobedi. Tre�i je
rekao: Ako Goran bude tre�i, onda Kosta ne�e da pobedi. Qetvrti je rekao: Drugi �e biti
ili Goran ili Rale. Posle trke se ispostavilo da su sve qetiri izjave bile taqne. Kosta,
Goran i Rale su bila trojica najboǉih u trci. U kom poretku su oni zavrxili trku?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Iz prve izjave imamo dve mogu�nosti. Prva mogu�nost je da je trku prvi zavr-
sio Kosta, a druga mogu�nost je da je trku prvi zavrxio Goran. Iz druge izjave mo�emo
zakǉuqiti da Goran ne mo�e da bude drugi. Odatle slede tri mogu�nosti.

Prva: Kosta prvi, Rale drugi, Goran tre�i.
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Druga: Goran prvi, Rale drugi, Kosta tre�i.

Tre�a: Goran prvi, Rale drugi, Kosta tre�i.

Tre�a izjava iskǉuquje prvu mogu�nost, a qetvrta izjava iskǉuquje tre�u mogu�nost. Dak-
le, druga mogu�nost je taqna.

Zadatak 19. Na slici je prikazana figura koja se sastoji od dva kvadrata qije stranice
imaju du�ine 4cm i 5cm, trougla povrxine 8cm2 i osenqenog paralelograma. Kolika je
povrxina paralelograma?

Taqan odgovor: B

Rexeǌe. Poxto ugao pri vrhu trougla u zbiru sa dva ugla od po 90 stepeni i sa tupim
uglom paralelograma daje ugao od 360 stepeni sledi da je zbir tupog ugla paralelograma i
ugla pri vrhu trougla jednak 180 stepeni pa je ugao pri vrhu trougla jednak oxtrom uglu
paralelograma qije su stranice 4cm i 5 cm. Tako�e su stranice koje grade ugao pri vrhu
jednake 4cm i 5cm. Pa se paralelogram mo�e podeliti dijagonalom tupog ugla na dva trougla
koja su jednaka poznatom trouglu. Povrxina tra�enog paralelograma je 2 · 8cm2 = 16cm2

Zadatak 20. Aǌa je napisala 2012 = mm · (mk − k) za neke prirodne brojeve m i k. Koliko je
k?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Razbijmo 2012 na qinioce, 2012 = 2 · 2 · 503. Tada m nikako ne sme biti 1 jer
jednaqina ne bi imala smisla. Samim tim, jedina opcija koja nam preostaje je m = 2, tada
je 2k − k = 503. Kako va�i da je 29 = 512, rexeǌe je k = 9.

Zadatak 21. Zlatar ima 12 delova lanca, svaki od po dve alke. On �eli da napravi jednu
veliku zatvorenu ogrlicu (vidi sliku). Da bi to uradio on mora da otvori neke alke (i da
ih kasnije zatvori). Koji je najmaǌi broj alki koje zlatar mora da otvori?

Taqan odgovor: A
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Rexeǌe. Ukoliko otvorim jednu alku i ǌom spojimo 2 para alki, dobi�emo jednu slobodnu
alku i 5 me�usobno spojenih alki. To mo�emo uraditi jox 3 puta, tako dobijaju�i ukupno 4
slobodne alke i 4 lanca od po 5 alki, iskoristivxi 4 poteza. Zatim sa 4 preostale slobodne
alke mo�emo spojiti 4 lanca, dobijaju�i tra�en i oblik karika, iskoristivxi jox 4 poteza,
xto ukupno podrazumeva 8 poteza.

Zadatak 5. Parqe papira pravougaonog oblika ABCD, dimenzija 4 16 presavijeno je po du�
MN tako da se teme C poklapa sa taqkom A (vidi sliku). Kolika je povrxina qetvorougla
ANMD ?

Taqan odgovor: V

Rexeǌe. Iz pitagorine teoreme primeǌene na pravougli trougao AND dobijamo da je
BN2 + AB2 = NA2 = NC2 = (BC − BN)2 rexavaǌem ove jednaqine dobijamo da je NB =
162−42

32 = 15
2 . Analogno se iz trougla MDA dobija da je MD = 152 = NA pa je povrsina

qetvorougla: AB · MD+NC
2 = AB · BC−NA+MD

/ 2 = AB · AD
2 = 32.

Zadatak 23. Voz G je prolazio pored bandere 8 sekundi. Nakon toga se mimoixao sa vozom
H i oni su prolazili jedan pored drugog 9 sekundi. Zatim je voz H prolazio pored bandere
12 sekundi. Koje je od slede�ih tvr�eǌa o du�inama vozova taqno?

Taqan odgovor: A

Rexeǌe. Iz prola�eǌa vozova pored bandere dobijamo ǌihove brzine. Brzina prvog voza
je V = G

8 , a drugog U = H
12 . Jednaqina mimoila�eǌa vozova je: V + U = G+H

9 , odakle se
korix�eǌem prve dve jednaqine dobija G = 2H.

Zadatak 24. Posledǌa cifra razliqita od nule broja K= 259 · 34 · 553
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Taqan odgovor: V

Rexeǌe. Broj K se mo�e zapisati u obliku K= 253 · 553 · 34 · 26, tj. K= 1053 · 34 · 26. Odatle
sledi da je posledǌa cifra broja K koja nije 0, posledǌa cifra broj 34 · 26 = 5184. Onda je
tra�ena cifra 4.

Zadatak 25. Petar je napravio igru Kengur. Na slici je data tabla za tu igru. Na poqetku
je kengur u xkoli X. Prema pravilima igre, iz bilo koje pozicije osim ku�e K, kengur
mo�e da skoqi na bilo koju od dve susedne pozicije. Kada kengur do�e u poziciju K igra je
gotova. Na koliko naqina kengur mo�e do�i od X do K sa taqno 13 skokova?

Taqan odgovor: V

Rexeǌe. Kako kengur kre�e iz pozicije X, a ne sme da skoqi u poziciju K (sve do trinaestog
poteza), znaqi da kengur iz te pozicije mo�e skoqiti samo u xkolu I. Analogno je i kada
se kengur nalazi u xkoli B. Ako se pak kengur nalazi u xkoli I, tada on ima 2 mogu�nosti
za skakaǌe: u xkolu B ili X. U 13 poteza kengur �e se u xkoli I na�i 6 puta, te on to
mo�e uqiniti na 26 · 17 = 64 naqina.

Zadatak 26. Dato je 5 lampi, svaka od ǌih se mo�e pritiskom na taster ukǉuqiti ili
iskǉuqiti. Svaki put kada se pritisne taster na lampi promeni se ǌen status, ali promeni
se i status taqno jox jedne, sluqajno izabrane, lampe. (Za istu lampu izbor druge lampe
mo�e svaki put biti razliqit.) Na po qetku su sve lampe iskǉuqene. Tasteri su pritisnuti
10 puta. Koje je od slede�ih tvr�eǌa sada taqno?

Taqan odgovor: D

Rexeǌe.
Redom �emo razmotriti ponu�ene odgovore:

A) nije taqno , jer ako svih 10 puta pritiskamo taster kod lampe 1, i svaki put se promeni
status lampe 2, tada �e posle 10 pritisaka sve lampe biti iskǉuqene

B) nije taqno , u istom sluqaju kao i A)

V) je taqno , jer je izvrxen paran broj promena staǌa lampi, a da bi na kraju sve lampe
bile upaǉene, svakoj lampi je potrebno promeniti staǌe neparan broj puta. Dakle,
nemogu�e je da sve lampe budu ukǉuqene.

SEMINAR MATEMATIKE 52 Istra�ivaqka stanica Petnica



SEMINAR MATEMATIKE Kengur bez granica 2012 - BILTEN

G) oqigledno nije taqno , jer je V) taqno

Zadatak 27. Dato je xest razliqitih prirodnih brojeva. Neka je n najve�i od ǌih. Postoji
taqno jedan par ovih brojeva takvih da maǌi broj ne deli ve�i. Koja je najmaǌa vrednost
broja n?

Taqan odgovor: V

Rexeǌe. Pore�ajmo date brojeve u rastu�i poredak. Za svaka dva broja (sem jednog para)
iz niza va�i da je jedan od ǌih deǉiv drugim. Poxto posledǌi broj u nizu - n treba da
bude najmaǌi mogu�i, sledi da i ostali brojevi treba da budu xto maǌi, tj. da se par
brojeva koji nisu deǉivi jedan drugim nalazi xto bli�e poqetku niza, te mo�emo krenuti
od 1, 2, 3... Slede�i brojevi su deǉivi sa 3, pa �emo imati: 1, 2, 3, 6, 12, 24, te dobijamo da je
najmaǌi takav broj n = 24.

Zadatak 28. Nikola je ispisao sve trocifrene brojeve i za svaki od brojeva je napisao
proizvod ǌegovih cifara. Nakon toga, Nikola je odredio zbir svih tih proizvoda. Koji
broj je tako dobio?

Taqan odgovor: V

Rexeǌe. Za poqetak primetimo da mo�emo ignorisati one brojeve koji sadr�e cifru 0
jer je proizvod ǌihovih cifara jednak 0. Prema tome posmatramo samo brojeve oblika xyz,
gde je 1 ≤ x, y, z ≤ 9. Me�utim, potrebno je izraqunati sve proizvode a potom ih sve sabrati.

Ideja je pojednostaviti problem. Zapravo, probajmo da reximo isti problem ali sa jed-
nocifrenim brojevima. Ovo je lako, rexeǌe je 1 + 2 + . . . + 9 = 9·10

2 = 45 jer je proizvod
cifara svakog jednocifrenog broja - sam taj broj. Oznaqimo ovu vrednost sa X1. Xta
je sa dvocifrenim brojevima? I ovo mo�emo elegantno rexiti svo�eǌem na jednocif-
rene. Odredimo sumu proizvoda cifara brojeva koji poqiǌu cifrom 1 - ta suma je jednaka
1·1+1·2+. . .+1·9 = 1·(1+2+. . .+9) = 45 = X1. Sliqno dobijamo i za sumu proizvoda cifara bro-
jeva koji poqiǌu cifrom 2: 2(1+2+. . .+9) = 2X1 i analogno za ostale cifre. Kako sve dvocif-
rene brojeve (koji ne sadr�e cifru 0) mo�emo podeliti na one koji poqiǌu cifrom 1, cifrom
2, itd., cifrom 9, konaqan rezultat je 1 ·X1+2 ·X1+ . . .+9 ·X1 = (1+2+ . . .+9)X1 = 45X1 = 452.
Oznaqimo ovaj broj sa X2.

Sada ve� naslu�ujemo kuda ovo vodi. Suma proizvoda cifara svih trocifrenih brojeva
koji ne sadr�e cifru 0 a poqiǌu cifrom jedan jednaka je 1 · suma proizvoda cifara svih
dvocifrenih brojeva koji ne sadr�e nulu, tj. 1 ·X2 = X2. Analogno, kada posmatramo tro-
cifrene brojeve koji poqiǌu cifrom i (1 ≤ i ≤ 9), dobijamo da je odgovaraju�a suma jednaka
iX2 pa je tra�ena suma jednaka X3 = 1X2 + 2X2 + . . . 9X2 = 45X2 = 453. Primetimo da ovo
mo�emo nastaviti i za proizvoǉne i-tocifrene brojeve - tada je tra�ena suma Xi = 45i.
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Drugo rexeǌe: Posmatrajmo izraz

(1 + 2 + . . .+ 9) · (1 + 2 + . . .+ 9) · (1 + 2 + . . .+ 9).

Biraǌem po jednog broja (cifre) iz svake od zagrada mo�emo dobiti svaki trocifren broj
koji ne sadr�i nulu, a kako te brojeve mno�imo, dobijamo proizvod ǌegovih cifara. Razvi-
jaǌem gorǌeg izraza dobijamo zbir proizvoda po 3 broja (cifre) a to je upravo ono xto je
potrebno izraqunati. Prema tome, rexeǌe zadatka je upravo vrednost gorǌeg izraza a to
je 453.

Zadatak 29. Brojevi od 1 do 120 su upisani u 15 vrsta na naqin koji je prikazan na slici.
U kojoj koloni (broje�i sleva) je zbir brojeva najve�i?

Taqan odgovor: B

Rexeǌe. Primetimo da prva kolona ima 15 brojeva ,druga kolona ima 14, tre�a kolona
ima 13 brojeva itd. na kraju petnaesta kolona ima 1 element i tako�e da prva od petnaest
vrsta ima 1 broj,druga vrsta ima 2 broja ,tre�a vrsta ima 3 broja,itd. na kraju petnaesta
vrsta ima 15 brojeva.Daǉe primetimo da poqev od druge vrste u svakoj od vrsta je prvi
element te vrste maǌi za jedan od slede�eg,na primer u tre�oj vrsti je ocigledno 4 < 5 < 6.
Daǉe obele�imo sumu brojeva prve kolone sa S,tada je suma brojeva druge kolone S +14− 1
jer je svih qetrnaest brojeva iz druge kolone ve�e za jedan od odgovaraju�ih brojeva iz
prve kolone i moramo jox oduzeti broj 1 jer se taj broj u prvoj koloni pojavǉuje,a u drugoj
se ne pojavǉuje.Daǉe istim principom se dobija da je zbir elemenata tre�e kolone jednak
S+14− 1+13− 3 = S+23,zatim zbir elemenata qetvrte kolone je S+23+12− 6 = S+29,onda
zbir brojeva u petoj koloni je S+29+11− 10 = 30 i konacno zbir elemenata xeste kolone je
jednak S + 30 + 10− 15 = S + 25 < S + 30 prema tome najve�i zbir je S + 30 ,a on se pojavǉuje
u petoj koloni,dakle zbir brojeva je najve�i u koloni pod rednim brojem pet.

Zadatak 30. Neka su A,B,C,D,E, F,G,H osam temena konveksnog osmougla, redom. Sluqajnim
izborom biramo jedno od temena C,D,E, F,G,H i crtamo du� koja ga povezuje sa temenom A.
Jox jednom sluqajnim izborom biramo jedno teme od istih tih xest i crtamo du� koja ga
povezuje sa temenom B. Koja je verovatno�a da je osmougao sa ove dve du�i podeǉen na taqno
tri oblasti?

Taqan odgovor: G
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Rexeǌe. Iz taqke A je mogu�e konstruisati taqno 6 du�i koje povezuju taqku A sa ostalim
temenima osmougla (svim, osim sa B). Tako�e, iz B je mogu�e kontruisati isto 6 du�i. To
qini ukupno 36 razliqitih deǉeǌa osmougla. Koliko deǉeǌa deli ovu figuru na taqno tri
dela? Slede�e du�i dele figuru na tri dela: AE i BD, AF i BD, AF i BE, AG i AD,
AG i AD, AG i AE, AG i AE, AD i BD, AE i BE, AF i BF , AG i BG.

To qini ukupno 10 razliqitih deǉeǌa koja osmougao dele na taqno tri dela. Tako da je
verovatno�a da se figura podeli na tri dela: 10

36 , odnosno
5
18 .
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6 Kategorija - 11. i 12. razred

Zadatak 1.Nivo vode u luci je izvesnog dana rastao i padao kao xto je prikazano na slici.
Koliko sati je tog dana nivo vode bio iznad 30 cm?

Taqan odgovor: D

Rexeǌe. Jasno se vidi sa slike da je nivo vode bio iznad 30cm od 4h do 11h, i od 14h do
20h. Ukupan broj sati je 7 + 6 = 13.

Zadatak 2. 3
√

2 ·
√
2

Taqan odgovor: B

Rexeǌe. 3
√

2 ·
√
2 =

3
√√

23 =
√
2

Zadatak 3. U nizu od pet brojeva broj 2 je prvi, a broj 12 posledǌi. Proizvod prva tri
broja je 30, proizvod sredǌa tri broja je 90, a proizvod posledǌa tri broja je 360. Koji je
broj u sredini tog niza?

Taqan odgovor: V

Rexeǌe. Neka su brojevi u sredini a, b, c. Tada je 2·a·b = 30, a·b·c = 90, b·c·12 = 360. Odavde
dobijamo da je a · b = 15. Tako�e je i b · c = 30. Lako mo�emo izraqunati da je a = 90

30 = 3, isto
kao i c = 90

15 = 4. Kako znamo vrednosti za a i c, mo�emo izraqunati i sredǌi qlan niza koji
je jednak 90

3·4 = 5.

SEMINAR MATEMATIKE 56 Istra�ivaqka stanica Petnica



SEMINAR MATEMATIKE Kengur bez granica 2012 - BILTEN

Zadatak 4. Specijalni sat ima tri kazaǉke razliqitih du�ina (za sate, minute i sekunde).
Ne znamo koja je koja kazaǉka, ali znamo da je sat ispravan. U 12 : 55 : 30 kazaǉke su bile u
poziciji kao na slici. Kako �e izgledati sat u 8 : 11 : 00?

Taqan odgovor: A

Rexeǌe. Kako je vreme prikazano satom na slici 12 : 55 : 30, to se satna kazaǉka mora na�i
izme�u brojeva 12 i 1, pa je satna kazaǉka ona sredǌe du�ine. Tako�e, minutna kazaǉka se
mora biti izme�u brojeva 11 i 12, pa je minutna kazaǉka najdu�a. To znaqi da je kazaǉka
za sekunde najkra�a. Nakon ovoga se lako mo�e zakǉuqiti da je raspored A jedini mogu�.

Zadatak 5. Parqe papira pravougaonog oblika ABCD, dimenzija 4 16 presavijeno je po du�
MN tako da se teme C poklapa sa taqkom A (vidi sliku). Kolika je povrxina qetvorougla
ANMD ?

Taqan odgovor: V

Rexeǌe. Iz pitagorine teoreme primeǌene na pravougli trougao AND dobijamo da je
BN2 + AB2 = NA2 = NC2 = (BC − BN)2 rexavaǌem ove jednaqine dobijamo da je NB =
162−42

32 = 15
2 . Analogno se iz trougla MDA dobija da je MD = 152 = NA pa je povrsina

qetvorougla: AB · MD+NC
2 = AB · BC−NA+MD

/ 2 = AB · AD
2 = 32.

Zadatak 6. Zbir cifara devetocifrenog broja je 8. Koliki je proizvod ǌegovih cifara?
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Taqan odgovor: A

Rexeǌe. Tra�eni broj mo�e imati najvixe osam cifara koje nisu jednake nuli, jer je
1 · 8 = 8. Dakle, bar jedna cifra �e biti jednaka nuli, pa samim tim i ceo proizvod cifara.

Zadatak 7. Maksimalna vrednost prirodnog broja n za koji je n200 < 5300 je

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Dati izraz je ekvivalentan izrazu (n
2

25 )
100 < 5100, tj. n2

25 < 5, tj. maksimalno mogu�e
n je 11.

Zadatak 8. Koja od slede�ih funkcija zadovoǉava jednaqinu

f( 1x )=
1

f(x) ?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe.
Neka je f(x) = 2

x . Tada je f( 1x ) = 2 · x ̸= 1
f(x) .

Neka je f(x) = 1
1+x . Tada je f( 1x ) = x

1+x ̸= 1
f(x) .

Neka je f(x) = 1 + 1
x . Tada je f( 1x ) = 1 + x ̸= 1

f(x) .
Neka je f(x) = 1

x . Tada je f( 1x ) = x = 1
f(x) . Dakle, to je tra�eno rexeǌe datog zadatka.

Zadatak 9. Realni broj x zadovoǉava x3 < 64 < x2. Koje tvr�eǌe je taqno?

Taqan odgovor: D

Rexeǌe.
Iz 64 < x2 dobijamo da je |x| > 8, a poxto je x3 < x2, dobijamo da je x < 0. Kombinuju�i ove
dve qiǌenice, dobijamo da je x < −8

Zadatak 10. Koja je veliqina ugla α u pravilnoj petokrakoj zvezdi?
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Taqan odgovor: V

Rexeǌe. Unutraxǌi ugao pravilnog petougla sa slike je (5−2)·180◦
5 = 108◦. Tako�e, on

predstavǉa spoǉaxǌi ugao trouglova dignutih nad stranicama petougla, te je on suplement
uglova na osnovicama tih trouglova. Odatle dobijamo da je α = 180◦ − 2 · (180◦ − 108◦) = 36◦.

Zadatak 11. Broj mojih godina je dvocifren prirodan broj, koji je stepen broja 5, a broj
godina mog ro�aka je dvocifren broj koji je stepen broja 2. Zbir cifara brojeva naxih
godina je neparan broj. Koliki je proizvod cifara brojeva naxih godina?

Taqan odgovor: A

Rexeǌe. Poxto je 25 jedini dvocifreni stepen broja 5, ti imax 25 godina. Tvoj ro�ak
mo�e imati 16, 32 ili 64 godine. Poxto je zbir cifara vaxih godina neparan, tvoj ro�ak
mora imati 64 godine. Dakle, proizvod cifara vaxih godina je 2 · 5 · 6 · 4 = 240.

Zadatak 12. Turistiqka agencija je za grupu turista na Siciliji organizovala qetiri
fakultativna izleta. Na svaki izlet je ixlo 80% turista iz grupe. Koji je najmaǌi moguci
procenat turista iz grupe koji su ixli na sva qetiri izleta?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Kako po uslovu zadatka na svakom od izleta mora biti po 80% turista od ukupnog
broja i kako se tra�i najmaǌi broj turista koju su se naxli na sva qetiri izleta, zakǉuqu-
jemo da na dva izleta mora postojati 60% turista od ukupnog broja koji moraju biti na oba
izleta,daǉe u tre�em izletu najmaǌi procenat turista koji su se naxli na sva tri izleta
jeste 100% − 60% = 40% , zatim na qetvrtom izletu procenat onih turista koji su bili na
sva qetiri izleta mo�e da bude 80%− 40% ili 100%− 80% oqigledno je maǌi broj 20% pa je
rexeǌe 20% .

Zadatak 13. Skup rexeǌa nejednaqine |x|+ |x− 3| > 3 je:
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Taqan odgovor: A

Rexeǌe. Razmatrajmo tri mogu�a sluqaja za vrednosti x :

• x ∈ (−∞, 0)
(−x) + (−(x− 3)) > 3

−x− x+ 3 > 3

−2x > 0

x < 0

Dakle, svi brojevi koji zadovoǉavaju poqetni uslov i ovaj uslov su rexeǌa, odnosno:
x ∈ (−∞, 0).

• x ∈ (0, 3)
x+ (−(x− 3)) > 3

x− x+ 3 > 3

3 > 3

Ova jednakost nije zadovoǉena, tako da ovaj sluqaj nema rexeǌa.

• x ∈ (3,+∞)
x+ x− 3 > 3

2x > 6

x > 3

Rexeǌa ovog sluqaja su svi brojevi koji zadovoǉavaju ovaj uslov i poqetni uslov,
odnosno: x ∈ (3,+∞).

Na kraju rexeǌe zadatka je unija rexeǌa dobijenih rexavaǌem svakog sluqaja, odnosno:
x ∈ (−∞, 0) ∪ (3,+∞).

Zadatak 14.Xkolske ocene u Slovaqkoj su od 1 (najboǉa) do 5 (najloxija). U jednoj slo-
vaqkoj xkoli test nije bax dobro ura�en u qetvrtom razredu. Proseqna ocena je bila 4.
Deqaci su uradili test malo boǉe i ǌihova proseqna ocena je bila 3,6, dok je proseqna
ocena devojqica bila 4,2. Koja je od slede�ih reqenica o tom razredu taqna?

Taqan odgovor: V

Rexeǌe. Neka je n broj deqaka, m broj devojqica, x1, x2, ..., xn ocene deqaka i y1, y2, ..., ym
ocene devojqica. Tada va�i x1+x2+...+xn+y1+y2+...+ym

n+m = 4. Kako je x1 + x2 + ... + xn = 3, 6n i
y1 + y2 + ...+ ym = 4, 2m , odatle sledi 3,6n+4,2m

n+m = 4. Sre�ivaǌem izraza dobija se m
n = 2.

Zadatak 15. Na slici je prikazan plan cve�ǌaka. Bele ru�e rastu unutar dva podudar-
na kvadrata, a crvene ru�e u tre�em kvadratu. �ute ru�e rastu u pravouglom trouglu.
Du�ina i xirina cve�ǌaka su po 16m. Kolika je povrxina dela cve�ǌaka pod ru�ama?

SEMINAR MATEMATIKE 60 Istra�ivaqka stanica Petnica



SEMINAR MATEMATIKE Kengur bez granica 2012 - BILTEN

Taqan odgovor: V

Rexeǌe. Zbir dijagonala kvadrata na kome se nalaze bele ru�e je 16m, xto znaqi da
je dijagonala d du�ine 8m, pa je 2 · a2 = d2. Odavde je a = 4

√
2, pa je povrxina pravouglog

trougla jednaka 4
√
2·4

√
2

2 = 16m2 i povrxina ova dva kvadrata pod belim ru�ama je 2·a2 = 64m2

i du�ina kvadrata pod crvenim ru�ama je 16m−8m = 8m, pa je povrxina jednaka 8 ·8 = 64m2.
Ukupna povrxina pod ru�ama je 64m2 + 16m2 + 64m2 = 144m2

Zadatak 16. Prodate su sve ulaznice za prvi red u bioskopu. Sedixta su numerisana redom
brojevima poqev od 1. Grexkom je prodata jedna ulaznica vixe. Zbir svih brojeva sedixta
na svim prodatim ulaznicama je 857. Koji je broj sedixta za koje su prodate dve ulaznice?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Neka je karta koja je prodata dva puta ima dodeǉenu vrednost a. Tada je zbir koji
je dobijen jednak 1 + 2 + . . . + a + a + . . . + n = 857. Kako znamo da je 1 + 2 + . . . + n = n·(n+1)

2 ,
tada samo treba prona�i n za koje �e va�iti da je (n−1)·n

2 ≤ 857 ≤ n·(n+1)
2 . Vrednost za n

treba tra�iti u brojevima [
√
857 · 2] i [

√
857 · 2] − 1. Proverom dobijamo da je n = 40, pa je

857− 40·(40+1)
2 = 857− 820 = 37

Zadatak 17. Dat je pravougli trougao sa stranicama du�ina a, b i c. Kolika je du�ina
upisanog polukruga na slici?
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Taqan odgovor: D

Rexeǌe. Posmatrajmo i trougao i ǌegovu sliku osnom simetrijom u odnosu na stranicu
b. Povrxinu tog novog, jednakokrakog trougla mo�emo izraqunati na 2 naqina. Prvi je uz
pomo� formule P = x·h

2 , gde je x stranica trougla i h visina koja odgovara stranici x.Ta
formula u ovom sluqaju izgleda ovako: P = 2a·b

2 = ab. Drugi naqin je iz formule:P = r · s,
gde je r polupreqnik upisanog kruga i s poluobim trougla. Kombinovaǌem ove dve formule
dobijamo:

ab = rs

ab = r · 2a+ c+ c

2

r =
ab

a+ c

Zadatak 18. Du�ina stranice kvadrata ABCD je 2. Taqke E i F su sredixta stranica AB
i AD, respektivno, a G je taqka na du�i CF takva da je 3CG = 2GF . Povrxina trougla
BEG je?

Taqan odgovor: B

Rexeǌe. Kako je trougao CDF pravougli vazi da je CF 2 = DC2+FD2 (pitagorina teorema),
pa je CF =

√
5. Kako je CG

GF = 2
3 sledi da je CG = 2·

√
5

5 .Ugao ∠BCG = 90o − ∠DCG = ∠DFC,
BC
CG = 2

2·
√
5/5

=
√
5 = FC

FD pa zakǉuqujemo da su trouglovi CDF i BGC sliqni, te je i trougao
BGC pravougli. Nneka je H podno�ije normale iz taqke G na pravu AD. ∠HBG = 90o −
∠CBG = ∠BCG sledi da su trouglovi BCG i BHG sliqni pa je GH = BG2

BC = 8
5 . P (BEG) =

AB
2 · GH

2 = 4
5 .

Zadatak 19. Sat na slici je pravougaonog oblika, ali se svaka kazaǉka kre�e konstantnom
brzinom kao kod normalnog sata. Rastojaǌe izme�u brojeva 8 i 10 je 12 cm i rastojaǌe
izme�u 1 i 2 je x cm. Koliko je x?
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Taqan odgovor: V

Rexeǌe. Sat za jednako vreme treba da opixe uglove izme�u 12 i 1, 1 i 2, i 2 i 3. Zbir
tih uglova je 90◦ (videti sliku). Ta tri ugla su jednaka, poxto je po uslovu zadatka brzina
kazaǉki konstantna, pa su oni jednaki 30◦. Obele�imo sa O taqku spajaǌa kazaǉki. Du�ina
izme�u O i 12 je 6 cm(polovina rastojaǌa izme�u 8 i 10). Iz trougla sa temenima u O, 12
i 1, dobijamo da rastojaǌe izme�u O i 1 iznosi 4

√
3. Trougao sa temenima u O, 1, i 2 je

jednakokraki, pa je x jednako rastojaǌu izme�u O i 1, tj. 4
√
3.

Zadatak 20. Kengur re�a standardne kockice u niz (kod standardne kockice na naspramnim
stranama ima ukupno 7 taqkica). On mo�e da zalepi dve strane kockica samo ako je na ǌima
isti broj taqkica. �eleo je da ukupan broj taqkica na spoǉnim stranama kockica iz niza
bude 2012. Koliko kockica mu je potrebno?

Taqan odgovor: D

Rexeǌe. Neka je ukupan zbir taqkica s ∈ N, a neka je broj kockica n ∈ N. Za svaku kockicu
koja nije na kraju niza va�i da ima 4 spoǉne strane, samim tim 14 taqkica. Za preostale dve
kockice koje se nalaze na kraju niza va�i da imaju po 5 spoǉnih strana. Tj. s = 14 ·n+a+ b,
gde a, b ∈ N predstavǉaju broj taqkica na boqnoj strani prve kockice i na boqnoj strani
posledǌe kockice. Primetimo, poxto se boqne strane spajaju samo sa boqnnim stranama
koje me�usobno imaju jednak broj taqkica da ako je n neparan broj, va�i da je a + b = 7, a
ako je n paran broj da je a+ b ≤ 14. Poxto broj 2012 nije deǉiv sa 7, onda je n paran broj.
Poxto je a+ b ≤ 14, va�i da je n najve�i mogu�i broj takav da kada se pomno�i sa 14 ǌihov
proizvod nije ve�i od 2012. Tj, n = 143, ali poxto je n paran broj sledi da je n = 142, ali
poxto va�i a+ b ≤ 14, tj. s ≤ 14+ 142 · 14, tj. s ≤ 2002, pa odatle sledi da ovaj zadatak nema
rexeǌa.

Zadatak 21. Koja je najmaǌa mogu�a veliqina jednog ugla u jednakokrakom trouglu ABC,
takvom da te�ixna du� deli trougao na dva jednakokraka trougla?
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Taqan odgovor: D

Rexeǌe. Neka su temena na osnovici trougla A i B, a teme pri vrhu C. Posmatrajmo dva
sluqaja:
1. povlaqimo te�ixnu du� iz temena osnovice
2. povlaqimo te�ixnu du� iz vrha

1. Oznaqimo podno�je te�ixne du�i na naspramnu stranicu sa D.
Neka je BD=DA. Tada je u trouglu ABD ∠ABD = ∠DAB, jer je △ABD jednakokraki, po
uslovu zadatka. Kako je △ABC tako�e jednakokrak, znaqi da je ∠ABC = ∠ABD =∠CAB,
imamo da je ∠CAB = ∠DAB, xto je nemogu�e.
Neka je BD=AB. Taj sluqaj je tako�e nemogu�, jer bi bilo AB=BD= AC/2. Kako je i
△ADC jednakokrak, znaqi da je AC=AD. Sledi da su stranice △ABD jednake AC, AC/2 i
AC/2, xo je nemogu�e zbog nejednakosti trougla (moralo bi biti AC>AC/2+AC/2).

2. Povucimo te�ixnu du� iz temena C i oznaqimo podno�je sa D. Tada je AD=CD=DB,
i trouglovi △ADC i △BDC su jednakokrako pravougli, pa je ugao na osnovici jednak 45o,
te je to vrednost tra�enog ugla.

Zadatak 22. Neka je a > b. Ako elipsa prikazana na slici rotira oko x ose dobija se
elipsoid Ex zapremine Vx. Ako elipsa rotira oko y ose dobija se elipsoid Ey zapremine
Vy. Koje je od slede�ih tvr�eǌa taqno?

Taqan odgovor: V

Rexeǌe.
Formula za zapreminu elipsoida je V = 4

3πabc, pri qemu je u prvom sluqaju c = a, a u drugom,
c = b. Dakle, Vx = 4

3πa
2b, a Vy = 4

3πab
2, poxto je a > b, ovi elipsoidi su razliqiti, a Vx > Vy.

Zadatak 23. Razmotrimo dve operacije koje se mogu primeniti na razlomak: 1) pove�aǌe
brojioca za 8 ; 2) pove�aǌe imenioca za 7. Primeǌuju�i ukupno n takvih operacija u nekom
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poretku, polaze�i od razlomka 7
8 dobili smo razlomak iste vrednosti. Koja je najmaǌa

mogu�a vrednost broja n?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Po uslovu zadatka imamo da je 7+8·s
8+7·t = 7

8 , gde s i t predstavǉaju broj izvrxenih
operacija 1) i 2), redom i va�i da je s + t = n. Posle sre�ivaǌa jednakosti dobijamo da
je 64 · s = 49 · t. Poxto je desna strana jednakosti deǉiva sa 49, sledi da i leva mora biti
deǉiva sa 49. Odatle je s = 49 i t = 64, te je tra�eni broj n jednak 113.

Zadatak 24. Jednakostraniqni trougao se kotrǉa oko kvadrata stranice jediniqne du�ine
(vidi sliku). Kolika je du�ina putaǌe koju pro�e oznaqena taqka dok trougao i taqka ne
do�u slede�i put u poqetnu poziciju?

Taqan odgovor: B

Rexeǌe. Iako na prvu loptu problem deluje dosta naivno, potrebno je obratiti pa�ǌu na
neke stvari. Pre svega, tra�i se pre�en put tako da ne samo taqka zavrxi na istoj poziciji,
ve� i sam trougao. Posmatrajmo za poqetak samo prvu rotaciju, koja je i prikaza na slici
zadatka. Na tom putu oznaqena taqka se kretala po krugu sa centrom u gorǌem desnom
temenu kvadrata i polupreqnikom jednakim jedan. Ugao ovog iseqka je oznaqen zelenom bojom
na slici ispod. Nije texko zakǉuqiti da je ovaj ugao jednak π + π

6 = 7π
6 . Kako je nama

potrebna du�ina puta, potrebno je izraqunati du�inu ovog iseqka. Opisana du�ina se
dobija jednostavnom proporcijom sa obim kruga:

L =
7π
6

2π
· 2π· = 7π

6

Pri prelasku trougla sa gorǌe ivice na levu, posmatrana taqa se ne pomera - on je u tom
sluqaju zapravo centar rotacije pa je samim tim pre�eni put jednak nuli. Sada smo dobili
novu poziciju trougla, me�utim ova poziciji nije analogna poqetnoj. Problem je u polo�aju
posmatrane taqke - u poqetku je onda bila na ”vrhu” trougla a sada je u ǌegovoj osnovi.
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Me�utim, mo�emo sliqno rezonovati kretaǌe taqke i u ovom polo�aju. Naqin kretaǌa taqke
je prikazan na slici. Drugim reqima, potrevno je 8 rotacija i svaki put se dobija luk iste
du�ine odnosno dobija se isti ugao u jediniqnom krugu. Ovim se dobija da je kraǌe rexeǌe
jednako: 8 · L = 28π

3 .

Zadatak 25. Koliko permutacija (x1, x2, x3, x4) skupa brojeva {1, 2, 3, 4} ispuǌava uslov da je
zbir x1x2 + x2x3 + x3x4 + x4x1 deǉiv sa 3?

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Primetimo prvo da u zbiru x1x2 + x2x3 + x3x4 + x4x1 zasigurno postoje taqno dva
sabirka deǉiva sa 3 ,jer kom god od brojeva u datom permutaciji dolelimo 3 on se u zbiru
pojavǉuje dva puta.Daǉe uoqimo da su preostala dva sabirka oblika xk(xi + xj), k ̸= i ̸= j
dakle brojevi xi i xj moraju davati ostatke iz skupa {1, 2} po modulu 3.Bilo koji od brojeva
xl, l = 1, ..., 4 moze dobiti vrednosti 3 , zatim brojevima xi i xj mo�emo redom dodeliti
brojeve 1 i 2 ili 2 i 4 i obrnuto tj. 2 i 1 ili 4 i 2,pa je prema tome ukupan broj rexeǌa
4 · 4 = 16.

Zadatak 26. Posle qasa algebre na tabli su ostali nacrtani grafik funkcije y = x2 i 2012
pravih paralelnih pravoj y = x, takvih da svaka od ǌih seqe parabolu u dve taqke. Zbir x
koordinata taqaka preseka pravih i parabole je

Taqan odgovor: G

Rexeǌe. Jednaqina prave koja je paralelna sa pravom y = x je y = x + c, gde je c neka
konstanta. Jednaqina kvadratne funkcije je y = x2. One se seku u taqkama x1 i x2 koje se
dobijaju kao rexeǌa kvadratne jednaqine x2 = x + c, odnosno x2 − x − c = 0. Znamo da iz
Vijetovih formula va�i da je zbir rexeǌa kvadratne jednaqine jednak: x1 + x2 = −−1

1 = 1.
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Poxto ima 2012 paralelnih pravih i za svaku od ǌih ovo razmatraǌe va�i, ukupni zbir je
2012 · (x1 + x2) = 2012.

Zadatak 27.Tri temena kocke (ne pripadaju sva istoj strani) su P (3,4,1),Q(5,2,9) i R(1,6,5).
Koja taqka je centar te kocke?

Taqan odgovor: A

Rexeǌe. Mo�emo izraqunati rastojaǌa izme�u taqaka:
PQ =

√
(5− 3)2 + (2− 4)2 + (9− 1)2 =

√
72

QR =
√

(5− 1)2 + (2− 6)2 + (9− 5)2 =
√
48

RP =
√
(3− 1)2 + (4− 6)2 + (1− 5)2 =

√
24

Odavde sledi da je PQ glavna dijagonala kocke. Lako mo�emo izraqunati koordinate taqke
koja je sredixte dijagonale PQ.
S( 3+5

2 , 4+2
2 , 1+9

2 ) = (4, 3, 5)

Zadatak 28. U nizu 1, 1, 0, 1,−1, ... prva dva qlana a1 i a2 su jednaka 1. Tre�i qlan je jednak
razlici prethodna dva qlana, tj. a3 = a1 − a2. Qetvrti qlan je jednak zbiru prethodna dva
qlana, tj. a4 = a2 + a3. Zatim, a5 = a3 − a4, a6 = a4 + a5, itd. Koliki je zbir prvih 100
qlanova ovog niza?

Taqan odgovor: B

Rexeǌe. a1 = 1, a2 = 1,a3 = 0 a4 = 0 a5 = −1 a6 = 0 a7 = −1 a8 = 1 a9 = 0 gde vidimo da se od
3. do 8. qlana je period koji se sastoji od xest razliqitih brojeva. Zbir ovih xest brojeva
je 0 + 1− 1 + 0+ 1− 1 = 0, pa je zbir qlanova u periodu jednak nuli. Ukupan zbir perioda je
(100−2)

3 = 16 i ostatak 2 xto znaqi da se u ukupan zbir dodaju i prva dva qlana perioda, pa
je ukupan zbir prvih 100 qlanova 1 + 1 + 16 · 0 + 0 + 1 = 3

Zadatak 29. Ivana je izabrala dva broja a i b iz skupa {1, 2, 3, . . . , 26}. Proizvod ab je jednak
zbiru preostala 24 broja. Odrediti |a− b|.

Taqan odgovor: D

Rexeǌe. Dati problem se mo�e lepo matematiqki zapisati. Naime a · b = 1 + 2 + 3 + . . . +
26− a− b. Znamo da je 1+2+3+ . . .+26 = 26·27

2 = 13 · 27 = 351. Ukoliko malo preformulixemo
ovu jednaqinu dobijamo da je (a + 1) · (b + 1) = 352. Sve xto je potrebno jeste na�i rexeǌa
koja odgovaraju intervalu [1, . . . , 26]. Jedno rexeǌe jeste a + 1 = 16, dok je b + 1 = 22, pa je
ǌihova apsolutna razlika jednaka 6.
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Zadatak 30. Svaka maqka u Zemǉi quda je ili mudra ili luda. Ako se desi da se mudra
maqka na�e u sobi zajedno sa 3 lude maqke, ona poludi. Ako se luda maqka na�e u sobi sa 3
mudre maqke, onda ona biva obele�ena kao luda. Tri maqke su uxle u praznu sobu. Ubrzo
nakon xto je uxla 4. maqka prva je izaxla. Posle ulaska 5. maqke, 2. je izaxla, itd. Nakon
xto je uxla 2012. maqka prvi put se desilo da je jedna maqka bila oznaqena kao luda. Koje
od ovih maqaka mogu obe biti lude nakon ulaska u sobu?

Taqan odgovor: B

Rexeǌe. Niz od 2012 maqaka mo�emo jednoznaqo predstaviti nizom S koji se sastoji od
znakova M i L (npr. S = MLLMMLMLM...) gde je i-ti znak M ako je i-ta maqka pre ulaska
u sobu mudra, odnosno L ako je i-ta maqka pre ulaska u sobu luda. Analizirajmo kako sve
mo�e izgledati niz S.

Primetimo da u nizu S ne smemo imati situaciju da se me�u 4 uzastopna znaka bar tri puta
javi znak L. Zaista tada �e i preostala maqka me�u te qetiri postati luda (ako ve� nije
bila) i ima�emo 4 uzastopne lude maqke. Ali to znaqi da �e nadaǉe svaka maqka koja bude
uxla postati luda (ako to ve� nije) jer �e biti u sobi sa 3 lude maqke, pa nikad ne�emo
do�i u situaciju da 2012. maqka bude proglaxena ludom jer nam za to trebaju 3 mudre maqke.
Dakle, u nizu S me�u 4 proizvoǉna uzastopna znaka ima ne vixe od 2 znaka L pa samim tim
u celom procesu ulaska/izlaska iz sobe ne�e se desiti da neka maqka poludi.

Pretpostavimo da se me�u neka 4 uzastopna znaka niza S (koji nisu na pozicijama
2009, 2010, 2011, 2012) nalaze bar tri znaka M . Tada i preostali znak mora biti M jer bi u
protivnom preostala maqka bila oznaqena kao luda xto je nemogu�e jer se to desilo prvi
put tek kada je 2012. maqka uxla. Me�utim, tada i znak neposredno pre ova 4 mora biti
M jer bi u suprotnom odgovaraju�a maqka bila oznaqena kao luda kada se na�e u sobi sa
naredne tri. Ponavǉaju�i ovo, zakǉuqujemo da sve maqke ispred ovih moraju biti mudre pa
nax niz mora izgledati kao S = MMM . . .MM︸ ︷︷ ︸

2011

L. Iako ovaj niz zadovoǉava uslove zadatka,

on ne zadovoǉava nijedan od ponu�enih odgovora.

Prema tome, zanimaju nas samo oni nizovi S sa osobinom da se me�u nikoja qetiri uzastopna
znaka ne nalaze niti tri znaka L niti tri znaka M . Svaki takav niz je jedinstveno odre�en
preko svoja prva 3 znaka (koji naravno nisu LLL niti MMM). Zaista, ukoliko je npr.
S = MML..., mi znamo da 4. znak mora biti L jer bi u protivnom imali 3 znaka M me�u
prvih 4 znakova. Analogno, 5. znak mora biti M da ne bismo imali 3 znaka L me�u pozicijama
2, 3, 4, 5 itd. Nije texko zapaziti da su ovakvi nizovi qisto-periodiqni sa periodom du�ine
4. Me�utim, imamo i dodatni uslov: me�u posledǌa 4 elementa moraju biti 3 znaka M i
jedan znak L. Ovo je mogu�e ako se u originalnom nizu na 2012. poziciji nalazi znak L -
dovoǉno je samo promeniti ga u znak M (razmisliti!). Kako za poqetne 3 maqke imamo 6
mogu�nosti - MLL, LML, LLM , MML, MLM i LMM , mo�emo lako generisati sve nizove
i proveriti koje odgovore zadovoǉavaju.

Direktom proverom mo�emo ustanoviti da jedino poqetak MLM daje niz koji je saglasan sa
nekim od ponu�enih odgovora (u naxem sluqaju odgovor B) - to je niz

MLML|MLML|MLML . . . |MLML︸ ︷︷ ︸
2008

|MLMM
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gde su znakovi ”|” dati samo zbog uoqavaǌa periode.

Napomena: Za rexavaǌe ovog zadatka nije bila potrebna ovoliko detaǉna analiza. Dovoǉno
je bilo potra�iti primer niza S koji je u saglasnosti sa nekim od ponu�enih odgovora
(naravno, samo jedan odgovor �e biti mogu�). Naizmeniqno re�aǌe mudrih i ludih maqaka
(MLML . . .) je prirodno probati.
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