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Kombinatorika (sa Teorijom grafova) je jedna od najstarijih oblasti matematike, ali je i danas ak-
tuelna. Neki ǌeni problemi su zaokupǉali matematiqare vekovima, (poput Problema qetiri boje), dok su
neke oblasti dobile na znaqaju vrtoglavim razvojem raqunara i ǌihovom sve ve�om primenom pri rexavaǌu
matematiqkih problema.

Malo istorije i neki problemi rekreativne matematike
Grafovi su matematiqki objekti koje veoma qesto sre�emo u svakodnevnom �ivotu. Ako posmatramo neku

geografsku mapu sa mnoxtvom gradova koji su povezani putevima – dobijamo jedan graf. U skupu ǉudi na ovom
predavaǌu neki se me�usobno poznaju, a neki ne. Ako sve ǉude predstavimo taqkama, a samo one koji se poznaju
spojimo linijama dobi�emo jedan graf, koji nam daje geometrijsku predstavu poznanstava me�u ǉudima na
ovom predavaǌu. Strukturna formula nekog hemijskog jediǌeǌa, ili xema nekog elektriqnog kola tako�e
predstavǉa jedan graf. Na narednoj slici su prikazana 2 alkana koji imaju formulu C6H14 (kako imaju istu
formulu – oni su izomeri) i ispod ǌih odgovaraju�a stabla (kod kojih su qvorovi ugǉenikovi atomi, a grane
veze me�u ǌima), kao i jedna elektriqna xema ispod koje je pridru�eni Koutsov digraf.
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Grafovi nalaze primenu i u rexavaǌu tzv. problema za razbibrigu. Sada �emo navesti neke od ǌih:

• Na slici su date 3 ku�e i 3 bunara. Povezati putem svaku ku�u (K) sa svakim bunarom (B), tako da se
ovi putevi me�usobno ne seku.

K K K

B B B
• Odrediti najve�i broj dama koje se mogu staviti na xahovsku tablu n× n tako da se one me�usobno ne
napadaju.

• Odrediti najmaǌi broj dama koje je potrebno postaviti na xahovsku tablu n × n tako da one napadaju
sva poǉa te table.

• Koliko ima razliqitih postavǉaǌa tih dama? (dva su postavǉaǌa ista ako se mogu dobiti okretaǌem
table – rotacijom ili simetrijom u odnosu na neku osu table)

• Obi�i skakaqem xahovsku tablu m × n, tako da skakaq obi�e sva poǉa i da ni na jednom ne bude vixe
od jedan put.

• Mo�e li se jednim potezom (bez dizaǌa olovke sa papira) nacrtati figura sa naredne slike desno?
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Iz ove grupacije je nastao i jedan od najpoznatijih grafovskih problema, a to je problem 4 boje. Sada
�emo prvo opisati kako mo�emo povezati xahovsku tablu i probleme na ǌoj sa Teorijom grafova, a zatim
�emo i dati rexeǌa nekih od ovih problema, kao i postaviti jox poneki problem iz rekreativne matematike,
direktno povezan sa prethodnim.

Svakoj xahovskoj figuri mo�e se pridru�iti jedan graf na slede�i naqin. Neka poǉa xahovske table
predstavǉaju qvorove grafa. Iz qvora x ide grana ka qvoru j ako sa poǉa x data figura (u naxem sluqaju
dama) mo�e da pre�e na poǉe y. Ovo je jedna veza teorije grafova i xaha. Druga ǌihova veza dolazi
iz Teorije igara. Prema Teoriji igara, xahovska igra se predstavǉa grafom qiji su qvorovi pojedine
xahovske pozicije. Ovaj pristup je veoma bitan jer se koristi u pisaǌe raqunarskih programa za igraǌa
xaha. Na osnovu pojedinih podgrafova ovog grafa raqunar proceǌuje poziciju i bira koji je najboǉi potez
koji mo�e da odigra u kasnijim delovima partije (za otvaraǌe koristi ogromne baze poteza koji su razvijani
za otvaraǌe xahovske partije — jox pre raqunara postojala je Xahovska enciklopedija otvaraǌa, koja je
imala 5 tomova!).

U grafovskoj linteraturi (npr. [5]) mo�ete na�i terminologiju vezanu za problematike polo�aja xa-
hovskih figura na tabli (unutraxǌa i spoǉaxǌa stabilnost grafa) i tada Problem 8 dama preveden na
,,grafovski jezik“ glasi:

Koliko ima najve�ih unutraxǌe stabilnih skupova u grafu pridru�enom xahovskoj figuri dami?

Sada �emo navesti rexeǌa ovog problema. Nauk je dobio sva 92 rexeǌa, koja se mogu dobiti od narednih
12 osnovnih rexeǌa rotiraǌem (rotacijom) i ogledaǌem (simetrijom) xahovske table (na slici pored tih
rexeǌa je prikazano prvo od tih rexeǌa):

1◦ A1, B5, C8, D6, E3, F7, G2, H4
2◦ A1, B6, C8, D3, E7, F4, G2, H5
3◦ A2, B4, C6, D8, E3, F1, G7, H5
4◦ A2, B5, C7, D1, E3, F8, G6, H4
5◦ A2, B5, C7, D4, E1, F8, G6, H3
6◦ A2, B6, C1, D7, E4, F8, G3, H5

7◦ A2, B6, C8, D3, E1, F4, G7, H5
8◦ A2, B7, C3, D6, E8, F5, G1, H4
9◦ A2, B7, C5, D8, E1, F4, G6, H3

10◦ A3, B5, C2, D8, E1, F7, G4, H6
11◦ A3, B5, C8, D4, E1, F7, G2, H6
12◦ A3, B6, C2, D5, E8, F1, G7, H4

Sada �emo dati jox nekoliko zanimǉivih xahovskih problema.
Xahovska figura mahar
a (ponegde se naziva i ,,superdama“) je figura koja se istovremeno kre�e kao dama

i skakaq. Zanimǉiva igra (tzv. mahara
a) je vezana za ovu figuru.

Beli ima samo jednog mahara
u, a crni sve figure, koje se kre�u i nalaze na poqetku prema prav-
ilima xahovske igre. Beli je pobednik ako matira crnog, a crni ako pojede mahar
u.

Problem sliqan prethodnom je:

Na koliko naqina je mogu�e postaviti 10 mahara
a na xahovsku tablu 10× 10?

M. Risti� je pokazao pomo�u raqunara da je to mogu�e na taqno 4 naqina.
U xahovskoj literaturi poznat je i Problem 5 dama. On glasi:

Koliko je najmaǌe dama potrebno postaviti na xahovsku tablu (8× 8) da bi sva poǉa bila napad-
nuta? (Podrazumeva se da dama napada i poǉe ne kojem se nalazi!)

Potrebno je postaviti najmaǌe 5 dama! Postavǉa se pitaǌe na koliko naqina je mogu�e postaviti tih
5 dama. Ukupno postoji 4860 rexeǌa, koja je mukotrpnim prebrojavaǌem naxao Sili (ma�. K. Szily) 1902.
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godine. Jedno rexeǌe je dato na prethodnoj slici desno. Rexeǌa problema 5 dama predstavǉaju minimalne
dominiraju�e skupove u grafu pridru�enom xahovskoj figuri dami.

Engleski matematiqar ser Vilijam Hamilton je 1859. godine sastavio zanimǉivu slagalicu, koja je ko-
ristila ivice regularnog dodekaedra (taqnije grana ravanskog grafa koji reprezentuje dodekaedar). Na
narednoj slici (levo) je prikazan graf dodekaedra sa odgovaraju�om Hamiltonovom konturom (put u grafu
koji prolazi kroz qvorove 1− 2− 3− . . .− 19− 20− 1).

I pre Hamiltona su se sliqnim problemima, koji su doxli iz rekreativne matematike, bavili mnogi
matematiqari. Najpoznatiji takav problem je Problem koǌiqkog skoka kojim su se bavili i Ojler, Moavr,
Vandermond (fra. Moivre, Vandermonde) i Kirxak (nem. Kürschak). Na gorǌoj slici desno je prikazano jedno
rexeǌe na klasiqnoj xahovskoj tabli 8× 8. Formuliximo taj problem.

Da li je mogu�e skakaqem obi�i sva poǉa xahovske table, tako da se svako poǉe obi�e taqno
jedanput?

Da�emo i grafovsku formulaciju Problema koǌiqkog skoka.

Da li graf pridru�en skakaqu ima Hamiltonov put?

O Problemu koǌiqkog skoka postoji obimna literatura. Ispitivana je ne samo egzistencija rexeǌa na xa-
hovskim tablama razliqitih dimenzija (dokazano je da ima rexeǌa na svim pravougaonim tablama dimenzija
m× n za m,n > 3, izuzev tabli 3× 3, 3× 5, 3× 6 i 4× 4), ve� i naqin konstrukcije i broj rexeǌa.

Iako rexeǌe Hamiltonove slagalice nije mnogo texko prona�i, matematiqari su i danas zaokupǉeni
problemima vezanim za Hamiltonove konture, kao xto je Problem trgovaqkog putnika.

Trgovaqki putnik treba da obi�e n gradova (svaki jedanput), tako da troxkovi puta budu mini-
malni.

Navedimo i grafovsku formulaciju Problema trgovaqkog putnika.

U datom te�inskom grafu odrediti Hamiltonovu konturu najmaǌe te�ine.

Ovaj klasiqan problem Teorije grafova ima znaqajno mesto i u Operacionim istra�ivaǌima, kao i kom-
pjuterstvu (eng. computer science). Problem tra�eǌa minimalne Hamiltonove konture iziskuje mnogo vremena
(qak i raqunarskog!), te je prona�eno mnoxtvo heuristika koje daju pribli�no optimalno rexeǌe Problema
trgovaqkog putnika. Za rexavaǌe Problema trgovaqkog putnika koristi se metoda granaǌa i odluqivaǌa,
koja se naziva i implicitna enumeracija. Za razliku od eksplicitne enumeracije (kod kojih probamo sve
mogu�e permutacije skupa qvorova), ovde prostor mogu�ih rexeǌa delimo na maǌe delove (granaǌe) i to
vixe puta pri qemu se pojedini delovi prostora rexeǌa odbacuju na osnovu procene vrednosti funkcije koja
se minimizira (ograniqavaǌe).

Dokazano je da je Problem trgovaqkog putnika NP -potpun problem. Svi poznati algoritmi za NP -potpune
probleme imaju eksponencijalnu slo�enost. To je u vezi sa hipotezom P 6= NP . Ako bi za jedan NP -potpun
problem postojao polinomijalni algoritam, tada bi postojao polinomijalni algoritam za svaki NP -problem.

Generalizacije problema trgovaqkog putnika naxle su primene u radu robotskih maxina koji obra�uju
matiqne ploqe raqunara, ali i u svemirskim istra�ivaǌima: satelit Rosat (zajedniqki projekat SAD,
Engleske i Nemaqke) u periodu od 1990. do 1998. godine obilazio je oko planete Zemǉe i nosio je teleskop
koji je merio koliqinu X-zraqeǌa koje dolazi sa zvezda. Za uxtedu vremena i energije koju troxi teleskop,
pribegnuto je kombinatornoj optimizaciji za tra�eǌe Hamiltonove konture kroz nekoliko miliona zvezda.
Tim postupkom je posao obavǉen za duplo kra�e vreme.

Navedimo jox jedan problem koji je vezan za tra�eǌe Hamiltonovog puta u orijentisanom grafu.
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Gra�evinska firma koja treba da zavrxi n = 5 stanova raspola�e 1 ekipom vodinstalatera i 1
ekipom molera. Moleri ne mogu poqeti sa radom u stanu u kojem vodoinstalateri nisu zavrxili
svoj posao. U k-tom stanu (k = 1, 2, . . . , n) vodoinstalateri treba da rade vk qasova, a moleri mk

qasova:
v1 = 8, v2 = 20, v3 = 7, v4 = 18, v5 = 9;

m1 = 12,m2 = 12,m3 = 15,m4 = 10,m5 = 15.

Kojim redosledom treba da rade vodoinstalateri da bi celokupan posao bio zavrxen xto je mogu�e
ranije?

Rexeǌe. Mo�e se pokazati da vodoinstalateri treba da rade u stanu i pre nego u stanu j samo ako je

min(vi,mj) 6 min(vj ,mi).

U protivnom bi ekipa molera gubila vixe vremena nego xto je potrebno.

Formirajno orijentisan graf sa qvorovima 1, 2, 3, 4, 5 (to su stanovi) u
kome od qvora i ide grana ka qvoru j ako je min(vi,mj) 6 min(vj ,mi). Odred-
jivaǌe redosleda stanova se svodi na tra�eǌe Hamiltonovog puta u ovom
orijentisanom grafu (koji je predstavǉen na slede�oj slici).

1

2

3 4

5

Jedini Hamiltonov put je 3, 1, 5, 2, 4. Tim redosledom treba i majstori da rade stanove.

Osvrnimo se jox na rezultate Leonarda Ojlera, koji je direktno povezan sa poqecima Teorije grafova
kao matematiqke oblasti.

Xvajcarskom matematiqaru Leonardu Ojleru su tokom boravka u Kenigsbergu (nem. Königsberg; danaxǌi
Kaliǌingrad) mextani postavili problem da pre�e preko svih 7 mostova (koji spajaju 2 obale reke Pregel
me�usobno i sa 2 ostrva) tako da preko svakog pre�e taqno jedanput. Ojler je dao odreqan odgovor.

26. avgusta 1735. godine, Ojler je prezentovao svoj rad na ovom problemu Sant Petersburgxkoj akademiji
nauka dokazuju�i da je takav obilazak mostova nemogu� uz napomenu da se ǌegov metod mo�e proxiriti na
proizvoǉan raspored ostrva i mostova. Taqnije, Ojler je samo formulisao potrebne i dovoǉne uslove da
takav obilazak postoji, ali nije smatrao da je potrebno da poka�e dovoǉne uslove u opxtem sluqaju. Prvi
potpuno korektan dokaz ovog tvr�eǌa je dao Hirholcer (nem. Hierholzer). Na narednoj slici su prikazani
delovi tog rada.

Na narednoj slici levo je predstavǉena mapa Kenigsberga (iz vremena Ojlera) sa ǌegovim mostovima.
Ojler je svakoj obali i ostrvu pridru�io qvorove grafa, a grane izme�u ǌih su bili mostovi. Tako je on
dobio jedan multigraf, koji je predstavǉen na slici desno.
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Ojler je qlanak o Problemu Kenigsbergxkih mostova napisao 1736. godine (i stoga se ta godina uzima
za osnivaǌe teorije grafova) i on je prvi put objavǉen 1741. godine, ali je tada probudio malo interesa
me�u ostalim matematiqarima. Neke stranice ovog rada su prikazane na narednoj slici. Ovaj problem i
rezultat su ostali malo poznati do kraja 19. veka kada su ga engleski matematiqari �or
 Lukas (eng. George
Lucas, 1882.) i Raus Bol (eng. Rouse Ball, 1892.) ukǉuqili u svoje kǌige o rekreativnoj matematici. Pojam
Ojlerovog grafa za graf koji se mo�e nacrtati ne podi�u�i olovku sa papira se odoma�io zahvaǉuju�i
Kenigu, koji ga je iskoristio u svojoj pionirskoj kǌizi o Teoriji grafova iz 1936. godine.

Tra�eǌe Ojlerovog puta nalazi primenu u jox nekim problemima Kombinatorne optimizacije, poput
Problema kineskog poxtara, ali i u radu sa laserima, gde nam je ciǉ da optimalno koristimo laser i
samim tim pojeftinimo cenu finalnog proizvoda (metodama Kombinatorne optimizacije postignuta je uxteda
vremena rada i do 90%).

Zbog velikog spektra primena, kao i izuzetno jednostavne veze definicije i osnovnih svojstava, grafovi
su oni naxli i veliku primenu ne samo u drugim matematiqkim oblastima (nekoliko ilustracija smo videli
u prethodnom tekstu) poput kombinatorike, kombinatorne optimizacije, operacionih istra�ivaǌa, linearne
algebre, kompleksne analize, nego i u drugim (nematematiqkim) naukama kao xto su elektrotehnika, raqu-
narstvo, hemija, fizika, biologija, sociologija, vojne nauke...

Osnovni pojmovi

Definicija 1. Graf G je ure�eni par (V, E). Elementi skupa V se zovu qvorovi, a elementi skupa E grane
grafa G.

Definicija 2. Broj grana koje se stiqu u qvoru v zove se stepen qvora v i oznaqava se sa d(v).

Graf Γ je regularan ako su stepeni svih ǌegovih qvorova jednaki.

Primer 1. Odrediti stepene svih qvorova grafa Γ. Da li je graf Γ regularan?

1 2

34

2 2

12

Stepeni qvorova su d(1) = 2, d(2) = 2, d(3) = 1 i d(4) = 2. Stoga graf Γ NIJE regularan.

Teorema 1. U grafu G postoje bar 2 qvora istog stepena.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno da ne postoje 2 qvora istog stepena.
Neorijentisan graf Γ ima n qvorova te kako svaki ǌegov qvor v mo�e biti susedan sa nekim od preostalih

n − 1 qvorova (iz V \ {v}) dobijamo da za stepen svakog ǌegovog qvora v va�i da je d(v) ∈ {0, 1, 2, . . . , n − 1}.
Kako ne postoje 2 qvora istog stepena i kako ukupno ima n qvorova to �e oni za stepene imati sve brojeve iz
skupa {0, 1, 2, . . . , n − 1}. Ali tada imamo qvor qiji je stepen 0 (to je qvor koji nije susedan ni sa jednim od
preostalih), kao i qvor qiji je stepen n − 1 (to je qvor koji je susedan sa svim ostalim qvorovima), xto je
nemogu�e.

Kako smo dobili kotradikciju, polazna pretpostavka da ne postoje bar 2 qvora istog stepena nije taqna,
qime je tvr�eǌe teoreme pokazano.

Teorema 2. U grafu G va�i d(v1) + d(v2) + . . . + d(vn) = 2m.

Dokaz. Stepen qvora predstavǉa broj grana koje su incidentne sa datim qvorom. Stoga, ako saberemo sve
stepene qvorova, mi �emo prebrojati sve grane i to svaku 2 puta (po jednom kod svakog ǌenog kraja). Time je
tvr�eǌe pokazano.

Teorema 3. U grafu G broj qvorova neparnog stepena je paran.

Dokaz. Ovo tvr�eǌe je direktna posledica prethodne teoreme, jer je broj na desnoj strani jednakosti
paran, pa i zbir na levoj strani mora biti paran, xto je mogu�e samo ukoliko je broj qvorova neparnog
stepena paran.

Sada �emo navesti nekoliko definicija i tvr�eǌa vezanih za orijantisane grafove (grafove kod kojih je
bitna orijentacija grana – primer takvog grafa je plan grada sa jednosmernim ulicama).
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Definicija 3. Za granu e = (u, v) orij. grafa (V, %) ka�emo da vodi iz qvora u u qvor v (e izlazi iz qvora u,
a ulazi u qvor v).

Ulazni stepen d−(v) qvora v je broj grana koje ulaze u v.

Izlazni stepen d+(v) qvora v je broj grana koje izlaze iz v.

Ulazni skup I(v) qvora v je skup qvorova iz kojih vodi grana u v, tj. I(v) = {x | (x, v) ∈ %}.
Izlazni skup O(v) qvora v je skup qvorova u koje vodi grana iz v, tj. O(v) = {x | (v, x) ∈ E}.
Primer 2. Odrediti d−(v) i d+(v), kao i I(v) i O(v) za svaki qvor v grafa:

1

4

5

2 3

I(1) = {1, 2} ⇒ d−(1) = 2, O(1) = {1, 2} ⇒ d+(1) = 2.

I(2) = {1} ⇒ d−(2) = 1, O(2) = {1, 3} ⇒ d+(2) = 2.

I(3) = {2, 5} ⇒ d−(3) = 2, O(3) = {4, 5} ⇒ d+(3) = 2.

I(4) = {3, 4} ⇒ d−(4) = 2, O(4) = {4, 5} ⇒ d+(4) = 2.

I(5) = {3, 4} ⇒ d−(5) = 2, O(5) = {3} ⇒ d+(5) = 1.

Teorema 4. U orijentisanom grafu Γ va�i

d−(v1) + d−(v2) + . . . + d−(vn) = m = d+(v1) + d+(v2) + . . . + d+(vn).

Dokaz. Dokaz je analogan dokazu Teoreme 2, samo xto sada kad brojimo ulazne stepene, brojimo grane koje
ulaze u qvor i to nam daje prvu jednakost d−(v1) + d−(v2) + . . . + d−(vn) = m, dok kad brojimo izlazne stepene,
brojimo grane koje izlaze iz qvorova, xto je drugi deo jednakosti, d+(v1) + d+(v2) + . . . + d+(vn) = m.

Definicija 4. Qvorovi u i v grafa G su povezani ako u G postoji put qiji su krajǌi qvorovi u i v. Graf
G je povezan ako su svaka dva ǌegova qvora povezana.

Definicija 5. Put koji prolazi kroz sve grane grafa G taqno jednom naziva se Ojlerov put, a zatvoren put
koji prolazi kroz sve grane grafa G taqno jednom naziva se Ojlerova kontura.

Teorema 5. Graf G sadr�i Ojlerovu konturu ako i samo ako je povezan i svaki qvor ima paran stepen.

Teorema 6. Graf G sadr�i Ojlerov put ako i samo ako je povezan i ima najvixe 2 qvora neparnog stepena.

Na osnovu ovog tvr�eǌa sledi da graf koji odgovara Kenigsberxkim mostovima (koji ima 4 qvora neparnog
stepena) nema Ojlerovu konturu.
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Zadaci

1. (6. razred, Savezno 1997)
Na jednom ostrvu postoji ukupno 9 dr�ava. Dokazati da na ovom ostrvu postoji dr�ava koja me�u ǌima ima
paran broj prijateǉskih dr�ava. Ako je dr�ava A prijateǉska sa dr�avom B, onda je i dr�ava B prijateǉska
sa dr�avom A.

2. (7. razred, Savezno 1998)
Mo�e li na Matematiqkoj olimpijadi prisustvovati 1999 uqesnika (raqunaju�i i goste), ako svaki od ǌih
ima taqno 3 prijateǉa me�u uqesnicima?

3. (1. razred, Savezno 1990 )
Car �eli da sagradi dvorac u kojem �e biti 1990 soba u jednom nivou, tako da va�e slede�i uslovi:
1. Broj vrata na svakoj sobi je 0, 1 ili 2.
2. Izme�u svake dve sobe su najvixe jedna vrata, a iz svake sobe na ulicu vode najvixe jedna vrata.
3. Broj vrata prema ulici jednak je 19, a broj soba sa jednim vratima je 90.
Da li je mogu�e sagraditi takav dvorac?

4. (1. razred, A i B kategorija, Republiqko 2003 )
Svako od 20 ǉudi xaǉe nekoj desetorici od ostalih po jedno pismo. Dokazati da postoje dve osobe koje su
jedna drugoj poslale pismo.

5. (1. razred, Pokrajinsko 1990, Kosovo)
Mo�e li se jednim potezom nacrtati figura sa slike?

Rexeǌa

1. d(v1)+d(v2)+ . . .+d(v9) = 2m ⇒ neki od stepena d(v1), d(v2), . . . , d(v9) mora biti paran broj, tj. postoji dr�ava
koja me�u ǌima ima paran broj prijateǉskih dr�ava.

2. d(v1) + d(v2) + . . . + d(v1999) = 3 + 3 + . . . + 3 = 3 · 1999 = 2m

3. Ovde smo spoǉaxǌost dvorca zamenili jednim qvorom i grane predstavǉaju vrata.
Dakle, imamo 1991 qvor, od qega je:

• 1 stepena 19,

• 90 je stepena 1,

• preostalih 1990 su stepena 0 ili 2.
∑

di = 19 + 90 · 1 + k · 0 + (1900− k) · 2

4. U datom skupu postoji osoba koja je primila makar 10 pisama (inaqe bi broj primǉenih pisama bio maǌi
od 9 · 20 = 180, a taj broj mora biti jednak broju poslatih pisama, koji je 10 · 20 = 200). Ta osoba je poslala
10 pisama nekim od preostalih 19 osoba, a primila makar 10 pisama od istih 19 osoba. Ako ne bi doxlo do
preklapaǌa, pored uoqene osobe bilo bi jox 10 + 10 = 20 > 19 osoba. Sledi da je ta osoba primila pismo od
osobe koja joj je i poslala pismo, xto je i trebalo dokazati.

5. Kako su stepeni qvorova 3,3,3,3,4 ne postoji Ojlerov put, pa se ova slika ne mo�e nacrtati jednim potezom.
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8


