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Komb6unaropuka (ca Teopujom rpadosa) je jemHa onx Hajcrapujux OBJIACTU MATEMATHUKE, AJU je U JAHAC AK-
ryenna. Heku menu npobieMu Cy 3a0Kymbaiau MareMarudape BexkoBuMma, (momyt IIpoGiema yernpu 60je), DOk cy
Heke obiacTu moOwmile Ha 3HAYA]y BPTOTJIABMM Pa3BOjeM padyyHapa U BUXOBOM CBe BellOM MPUMEHOM IpU pellaBamy
MaTeMATUYKUX TpobieMa.

Masio ucTopuje mu HEKM Npo0JIeMU peKpeaTUBHE MaTeMaTHUKE

I'padoBu cy maremaruuku 00jeKTr KOje BeoMma dyecTo cpehieMo y CBaKOIHEBHOM ;KMBOTY. AKO MOCMATPaMO HEKY
reorpa@Cky Mally ca MHOIITBOM I'DaI0Ba KOjU Cy IOBE3aHU IIyTEBUMA — JOOUjaMo jenaH rpad. Y CKyIy JbyAd HA OBOM
npenaBamy HEKU ce MeDhycobHO mo3Hajy, a Hekr He. AKO CBe JpyJe IPEACTABIMO TAYKAMA, & CAMO OHE KOjU C€ HO3HAjy
cunojumo jguHHjamMa nobuhemo jemaH rpad, KOju HaM Oaje T€OMETPHjCKYy NpPEeACTaBy MO3HAHCTaBa MeDy /myanMa Ha
oBOoM mpenasamy. CTPyKTypHA (OpPMysIa HEKOI XEMHUjCKOI jeIUibema, WM IIeMa HEKOI eJEeKTPUYHOI KOJIa Takobhe
npezncrasmba jenan rpad. Ha mapensoj caunm cy mpukasana 2 ankana koju umajy gopmyiny CeHigs (kako mmajy ucty
GOopMyTy — OHU Cy M30MEpHU) U UCIOM BUX oAroBapajyhna crabna (Kom KOjux cy YBOPOBU yIJHLEHUKOBU aTOMU, a TDaHe
Be3e Mehy muMa), Kao U jeAHa eNEKTPUYHA [MEeMa UCIOJ Koje je mpuapyskeau Koyrcos murpad.
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I'padoBu mHanaze mpumMeny u y pemasamy T3B. npobisema 3a pa3dbubpury. Cana hemo HaBecTu HEKe O HUX:

e Ha caumm cy nare 3 kyhe u 3 6ynapa. ITosesarm nyrem csaky kyhy (K) ca csakum G6ymapom (B), Tako na ce
OBU TyTe€BU MeljyCOOHO HE CEKy.
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e Onpemuru HajBehim O6poj mama Koje ce MOTY CTABUTU HA MIAXOBCKY Tabiay m X n Tako na ce oHe mebhycobHo He
HaIlanajy.

e Ogapenutu HajMamu Opoj HaMa Koje je MOTPeOHO MOCTABUTU HA IIAXOBCKY TabJy m X m TAKO Aa OHE Halanajy
CBa IIOJba Te Table.

e Kouuko mma paznuuurux nocraBmbama TuX gaMa? (IBa Cy IOCTaB/bama UCTA AKO CE€ MOI'Y HOOUTU OKPEeTameM
Tabie — poTanyujoM MM CUMETPUjOM Yy OJHOCY Ha HEKy ocy Tabie)

e OOuhu crakaueMm maxoBCKy Tabiay m X m, TAkKO Oa Ckakauy obube cBa mosba U 8 HU HA jeaHOM He Oyne Bulle
Ol jeaH MmyT.

e Moske nu ce jemuum more3oM (6e3 qusarma OJOBKE Ca Hanypa) Haupraru Qurypa ca HapelHe CIUKe JeCHO?




W3 oBe rpynamuje je HacTao u jemaH ol HajmO3HATHUUX I'padoBCKUX mpobiema, a To je mpobaem 4 6oje. Cana
hemo mpBO ommcaTu KakKO MO:KEMO TOBE3aTH MIAXOBCKY Tabiy m mpobiseme Ha 0] ca TeopujoMm rpadosa, a 3aTum
hemo m naTu pemema HEKUX O OBUX TPOOJEeMa, KA0 U IMOCTABUTH jOII TOHEKU IPOOJIEM 13 PEeKpeaTUBHE MAaTEMaTUKe,
IUPEKTHO MOBE3aH Ca MPETXOIHUM.

CBakoj MIAXOBCKO] (UIypu MOMKe ce MPUAPY-RUTHU jemaH rpad ma ciaemehwm Haumua. Heka moma maxoBcke Tabie
npencraBbajy uBopose rpada. VI3 usopa x mme rpaHa Ka 4BODPY j a4KO ca mosba & marta ¢urypa (y HameM cuaydajy
nama) moxke na npebe ma mome y. OBo je jemma Besa Teopuje rpadoBa u maxa. Jlpyra BUXOBa Be3a M0JA3U
u3 Teopuje urapa. IIpema Teopuju mrapa, maxoBCKa UI'pa Ce MPENCTABHaA I'padoOM YUjU CY YBOPOBU IIOj€IUHE
maxoBcke mo3unuje. OBaj NPUCTYI je BeOMa OUTAH jep Ce KOPUCTU y IUCAKHE PAYYHAPCKAX MPOTpPaMa 33 UIrPAba
maxa. Ha ocHOBY mojenmnux nmoarpa¢oBa oBOr rpada padyHap OpOoLemkhyje MO3UuIujy u Oupa Koju je HajOomu moTes
KOjU MO:Ke [la OAUrpa y KaCHUjUM NeJIOBMMAa mapruje (3a oTBapame KOPUCTH OrPOMHe 0ase mores3a KOju Cy Pa3BUjaHU
3a OoTBapame IMaXOBCKE MapTuje — jom mpe pauyHapa moctojasa je [IlaxoBcka eHmukiIomenuja oTrBapama, Koja je
nmasa 5 Tomosal).

Y rpadosckoj sunTeparypu (HOp. [5]) mMoxkere mahu TepMuHOIOrM]y Be3aHy 3a NpOGIEMATHUKE IIOJIOMKAja IIa-
XOBCKUX (urypa Ha Tabau (yHyTpamma U CHOballiba cTabunHocT rpada) u taga IIpobiem 8 mama npeBeneH Ha
,IPadoBCKN je3uk" riacu:

Komuro nma majBehux yayTpamme cTabMIHAX CKyTOBa y rpady OpUIAPYKEHOM MAaXOBCKOj Gurypu mamu?

Cana hemo HaBecTu pemema oBor npobiaema. Hayk je mobuo cBa 92 pemema, Koja ce MOTY HOOUTU Ol HAPEIHUX
12 oCHOBHUX pemema poThpameM (POoTannjoM) U OTJIenameM (CUMEeTprjoM) MmaxoBcke Tabse (Ha CAUIU MOPEeN THUX
perena je IPUKA3aHO IPBO Ol TUX PEIICHA):

1° Al, B5, [I8, 116, E3, &7, T'2, X4 7° A2, B6, I8, 113, E1, ®4, I'7, X5
2°  Al, B6, 118, I3, E7, ®4, I'2, X5 8° A2, B7, 113, 16, E8, ®5, I'l, X4
3° A2, B4, 116, II8, E3, 1, I'7, X5 9° A2, B7, 115, II8, E1, 4, I'6, X3

4° A2, B5, 17, 1, E3, ®8, I'6, X4 10° A3, B5, 112, I8, E1, ®7, T'4, X6
5° A2, B5, 117, Il4, E1, 8, T'6, X3 11° A3, B5, 118, II4, E1, &7, T'2, X6
6° A2, B6, 11, 17, E4, ®8, I'3, X5 12° A3, B6, 112, II5, E8, ®1, I'7, X4

Cana hemo maTty jom HEKOJIMKO 3aHUMJLMBUX IIAXOBCKUX HpobieMma.
IMTaxoBcka ¢purypa maxapia (MOHETIE Cce HA3UBA U ,cymepaama’) je ¢purypa Koja ce ucrtospemeno kpehe kao mama
U CKakad. 3aHUMJpMBA Urpa (T3B. Maxapala) je Be3aHa 3a OBy (GUIypY.

Benu mma camo jemHor maxapaily, a IpHU CBe ¢urype, koje ce kpelly n Hasa3e Ha MOUYETKY IpeMa IpaB-
UIVMa IMaXOBCKe urpe. bBenu je mobemHUME aKO MATUPAa IPHOT, a IPHU aKO IOjere Maxapiry.

I[Ipobaem cauvan npeTxomHOM je:
Ha ronmko mHaumna je moryhe nocrasuru 10 maxapana Ha maxoBcky Tabay 10 x 107

M. Pucruh je mokazao momohy pauyrapa ma je To moryhie Ha TayHO 4 HauuHA.
Y maxoBckoj aureparypu no3Har je u [Ipobmem 5 mama. On rimacu:

Konuko je majuame mama moTpebHO IOCTABUTHU Ha MAXOBCKY Tabiy (8 X 8) ma Ou cBa moma Ouia Hanam-
myrta? (Ilompasymesa ce ma mama Hamaza U IoJbe He KojeM ce Hasasu!)

ITorpebuo je mocraButm HajMmame 5 mamal! IlocraBmba ce muTame Ha KOJMKO HAUMHA je MOTylie MOCTABUTU TUX
5 mama. Ykynao nocroju 4860 pemema, koja je MykorpunHuM npeGpojaBamem Hamao Cunm (mab. K. Szily) 1902.



roavHe. JemHO pelneme je maTo Ha MPEeTXOMHO] CIuIy mecHo. Pemema mpobiiema 5 mama MpencTaB/bajy MUHUMAJHE
nommHIpajyhie ckynoBe y rpady OpUAPY:KEHOM IMIAXOBCKOj GUI'YPU JaMU.

Enrmeckn maremarnuap cep Bunujam Xamwuaron je 1859. rommHe cacTaBmO 3aHMMJBUBY CJIATaJIMIYy, KOja je KO-
pUCTUIIA WMBUIE DEryJlapHOr Aoaekaelpa (TadyHuje rpaHa paBaHCKOr rpada KOju penpeseHTyje mozekaenap). Ha
HapemHoj caumu (JeBO) je mpmkasaH rpad momeraenpa ca oaropsapajyhiom XaMumiTOHOBOM KOHTYpoM (myT y rpady
KOj! TPOJIa3u Kpo3 usopose 1 —2—3 — ... —19—-20—1).
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U mpe XamMuaToHa Cy ce CIWYHUAM OpOOJIeMuUMa, KOjUu Cy MOULINM U3 PEKPEaTUBHE MaTeMaTUKe, OaBUJIM MHOTH
MmaremaTuvapu. Hajnosmartuju takas npobiem je I[Ipobiem Komuukor ckoka kojuMm cy ce basusu u Ojuaep, Moasp,
Bangepmonn ($ppa. Moivre, Vandermonde) n Kupmax (mem. Kirschak). Ha ropmoj caumu necHo je IPUKA3aHO jeIHO
peliemne Ha KIACUYHO] MAXOBCKO] Tabau 8 X 8. ®opmynumumo Taj mpobiem.

IHa nu je moryhe ckakauemM obuhu cBa moJ/ba ImAaxoBCKe Tabiie, Tako Ja Cce€ CBaKO IIOJbE obube Tauno
’
jeﬂaHHyT?

Hahemo u rpa¢oBcky popmynamujy IIpobiema KOBUUKOr CKOKA.
Ila g rpa¢ OpUAPYKEH CKaKady MMa XAaMUJITOHOB IIyT?!

O IIpobaeMy KOBUUKOT CKOKA IOCTOjU OOMMHa sureparypa. VcnuTrBana je He caMO er3uUCTEHIONja PEIleHmha Ha MIa-
XOBCKUM TabiiaMa Pa3induTuX IUMeH3uja (IOKa3aHo je Ja MMa PEllemha Ha CBAM IPaBOYTaOHMM TabaaMa JUMEH3Wja
m X n 3am,n>3, usyseB tabau 3 X 3, 3 x5, 3 x 6 u 4 x4), Beli u HauuH KOHCTPYKIUje U OPOj perema.

Nako pememe XaMUITOHOBE ClaraJjivile HUje MHOTO TEmKO mpoualim, MareMaTudyapyu Cy W HaHAC 3a0KYIJbEHU
npobieMuMa Be3aHUM 3a XaMUITOHOBE KOHTYpe, Kao mTo je [IpobseM TProBavkor myTHUKA.

Tprosaukn myTHuk Tpeba na obube n rpamosa (CBakM jeNAHIyT), TAKO Na TPOWKOBU IyTa OYIy MWHU-
MAaJTHU.

HaBenumo u rpadoscky dopmynanujy [Ipobrema Tpropadykor myTHHKA.
Y maToM TEXKWHCKOM rpady oapeIuTy XaMHIJITOHOBY KOHTYDPY HajMame TEKUHE.

OBaj rmacuuan npobisem Teopuje rpadoBa nMa 3Ha4YajHo Mecto 1y OmepanvoHUM UCTPaKABAKBUMA, KAO U KOM-
njyrepctBy (enr. computer science). IIpobiem Tpaskema MUHUMAIHe XaMUITOHOBE KOHTYDE U3UCKYje MHOIO BDEMEHa
(wak u pauynapckor!), e je mporabheHO MHOIITBO XeypUCTHEA KOje Hajy NPUOIMKHO ONTUMAIHO pememe [IpoGiaema
TProBayvyKOI' IIyTHUKA. 3a pemaBame [IpobiaeMa TProBavykor IyTHUKA KOPUCTU CE€ METOIa I'DAaHAma W OIJIYYNBAHkA,
KOja Ce HA3WBa M MMIUIMOUTHA €HyMepaluja. 3a PasinKy O] eKCIUIMIUTHE eHyMeparuje (KOm Kojux mpobamMo cBe
moryhie mepmyTanuje Ckyla 4BOPOBA), OBIAE IPOCTOP MOIyNWX pemema NeauMoO Ha Mame nejaosBe (FpaHame) U TO
BUINE IIyTa IPU YEeMY Ce IIOjeNVHN EeJIOBU IPOCTOPA pellerna 0n0alyjy Ha OCHOBY IPOIlEHE BPETHOCTU (YHKIMje Koja
ce MUHUMU3UPa (OrpaHUYABAKE).

Ilokasano je ma je IlpoGiaem Tprosaukor mytauka N P-nornys npobiem. Ceu mosuatu agropurMmu 3a N P-mormyHe
npobieMe UMajy eKCIIOHEHIUjaJHy CJIOKeHOCT. 1o je y Be3u ca xunore3om P # NP. Axo 6u 3a jeman N P-noTmnyn
npobJieM OCTOja0 MOIUMHOMUJATHU aAJITOPUTAM, TAAa OU IOCTOja0 MOJUHOMU]AJIHN aaropuraM 3a cBaku N P-nmpobiem.

Tenepasnuzanuje npobieMa TProBavkor IIyTHUKA HAILIE Cy NpUMeHe y paxy PoOOTCKMX MamuHa Koju obpabyjy
MATUYHE IUIOYUE padyHapa, aju U y CBEMUPCKUM KUCTpakuBamuMa: careaut Pocat (3ajemmuuku npojekar CAIL,
Enrnecke u Hemauke) y nmepuony on 1990. no 1998. romuue obunaszmo je oko miaHeTe 3eMibe U HOCUO j€ TEJIECKOIL
KOjU je Mepro KoauuuHy X-3pavema Koje H0Ja3u ca 3Be3la. 3a yHITely BPEMEHa U €Hepruje KOjy TPOIIU TeJECKOI,
npubersyTo je KOMOMHATOPHO] ONTUMU3AIU]U 38 TPaKEme XaMUITOHOBE KOHTYPE KPO3 HEKOJIMKO MUJIMOHA 3Be3na.
TwuM mocTynkoMm je mocao obaBsbeH 3a AyIIo Kpahe Bpewme.

HaBenumo jomr jeman mpobieM KOju je Be3aH 3a TPaKeme XaMUJITOHOBOL IIyTa Yy OPUjEeHTUCAHOM Trpady.



I'pabeBuncka ¢pupma koja Tpeba Ia 3aBpmu n = 5 CTAHOBa pacloJiake 1 eKuUIoOM BOoAMHCTajgarepa u 1
eKunoM MoJsiepa. MoJsiepu He MOy HOUYeTH Ca PagoM y CTaHy y KOjeM BOAOWHCTAJIATEPU HUCY 3aBPIIUIN
cBoj mocao. Y k-tom cramy (k = 1,2,...,n) Bomomncranarepu Tpeba ma pame vx 9acoBa, a MOJIEPHU My
JacoBa:

v1 = 8,v9 =20,v3 =7,v4 = 18,v5 = 9;

mi = 12,mo = 12, m3 = 15, my = 10, ms = 15.

Kojum penocienom Tpeba ma pame BOOOMHCTAJIATEPU A OU IMEJIOKYIIaH I0Cao OMO 3aBPIIEH IITO je Moryhe
panuje?

Pewewe.  Moske ce moka3aru na BOIOMWHCTAJATEPU Tpeba Ja pame y CTaHy ¢ Ipe Hero y CTaHy j CaMO ako je
min(v;, m;) < min(vj, m;).
Y mporuBHOM OM ekuna mMoJiepa ry0Ouiaa BUIle BpeMEHa HEro ITO je HOTPeOHO.

dopmupajuo opujentucan rpad ca usoposuma 1,2,3.4'5 (To cy craHoBu) y 2 s
KOMe O YBOpa { mAe I'paHa Ka 4BOPYy j ako je min(v;, m;) < min(vj,m;). Oxpen-
juBame pemociiena CTAHOBA C€ CBOIU HA TPaKEHmE XAMUJITOHOBOT MyTa Y OBOM
opujertucanoMm rpady (koju je mpencrasieH Ha cienehoj cammm). 3 s

Jemuau Xamuaronos uyt je 3,1,5,2,4. Tum pemocaenom Ttpeba u MajcTOpu Oa pae CTAHOBE. |

OcepuuMmo ce jom Ha pesyarare Jleomapnma Ojiepa, Koju je ODUPEKTHO MOBe3aH ca movernuMa Teopuje rpadosa
KA0 MaTeMaTUYKe 00JIACTHU.

IIsajuapckom maremaruuapy Jleomapmy Ojuaepy cy Torom Gopaska y KenurcGepry (mem. Kinigsberg; manammu
Kanumuarpan) memranu nocrasuau npobiuem na upebe mpeko csux 7 mocrtoBa (koju cuajajy 2 obase peke Ilperen
Mebhycobuo u ca 2 ocrpsa) Tako ma npeko csakor upebe rauno jemammyr. Ojiep je nao ompedaH OArOBOD.

26. aBrycra 1735. romune, Ojaep je mpeseHTOBaO CBOj pan Ha oBoM npobiuaemy Cant [lerepcOyprmkoj akameMuju
Hayka nqokaszyjyhwm ma je TakaB obmiazak MOCTOBa HeMOoryh y3 HaAmOMeHY Oa Ce HEroB METOI MOKE MPOIIMPUTHU Ha
IPOM3BOJLAH PACIOpen] OCTpBa M MocToBa. Taunwuje, Ojmep je camo ¢gopmynancao nmorpebHe W NOBOJLHE YCIOBE na
TakaB obuiIaszak MOCTOjU, ajlu HUje CMAaTpao Oa je MOTPeOHO na HOKaske NOBOJbHE yCJIOBe y ommreM ciay4dajy. IIpsum
HOTILYHO KOpeKTaH noka3 oBor TBphema je mao Xupxomuep (mem. Hierholzer). Ha mapennoj ciaunu Ccy npukasasHu
[EeJIOBU TOT Paja.
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Ha mapenmnoj caunm neso je mpencrasibeHa mana KenurcGepra (u3 spemena Ojiepa) ca HBEroBUM MOCTOBUMA.
Ojnep je cBakoj obajsu M OCTPBY IPUIPYRMAO YBOpOBe r'pada, a rpane m3Mehy mux cy 6unam mocroBu. Tako je oH
nobuo jeman myarurpad, KOju je IpencTaB/beH HA CIUNU IECHO.




Ojaep je unanak o IIpobuemy KenurcGeprmrux mocroBa mamucao 1736. rogune (u crora ce Ta roAWHA y3UMa
3a OCHUBame Teopuje rpadosBa) U OH je HpBU HyT oOjaBmmeH 1741. roause, anu je Tama OpobYyAMO MAJIO MHTEPECA
meby ocranum maremarnyapuma. Heke crpanume oBor pana cy mpukaszane Ha Hapennoj ciawunu. OBaj mpobiem u
pe3yaTaT Cy OCTaayM MaJo MO3HATH H0 kpaja 19. Beka Kama cy ra enrseckn maremarudapu Llopy Jlykac (enr. George
Lucas, 1882.) u Payc Boa (enr. Rouse Ball, 1892.) ykdmyuunu y CBOje KEUIe€ O PEKPDEATUBHO] MareMaTuru. llojam
OjnepoBor rpada 3a rpa¢ Koju ce MOxke HaAIPTATU HE HONMKYNM OJOBKY ca mamupa ce omomahimo 3axBasmyjyhn
Kenury, xoju ra je ICKOPUCTHO y CBOjOj MMOHUPCKO] KBu3u 0 Teopuju rpadosa u3z 1936. romgune.

Tpasxkeme OjaepoBor myra HajJa3u IPUMEHY y jomm HekuM npobGiemmMma KoMmMOUHATOpDHE OnTUMMK3ANUje, IOMYT
[Ipobiema kKuHECKOr TOmTapa, ajlu U y Pamgy ca JjJacepuMma, Iae HaM je Iijb Ja ONTUMAJIHO KOPUCTUMO JIacep M
CaMUM TUM TIO0je@TUHUMO IIeHy PUHAIHOT npousBona (MeronamMa KoMOuHATOPHE ONTUMU3AIM]jE TOCTUTHYTA j€ yIITE 1A
Bpemena pazxa u 10 90%).

3060r BEJUMKOI CIEKTpa IpUMEHA, KA0 W M3y3€THO jeTHOCTaBHE Be3e nePUHUNMje M OCHOBHUX CBOjCTaBa, IpadoBu
Cy OHM HAILIY U BEJUKY IIPUMEHY HE CaMO y APYyTUM MATEeMATUYKUM OOgacTuMa (HEKOJIUKO MIIyCTPAlUja CMO BUIEIN
y IPETXOJHOM TEKCTY ) MOIYT KOMOUHATOPUKE, KOMOMHATODHE ONTUMU3ALNj€e, ONEePAIUOHIX UCTPAKUBAA, JTUHEADHE
anrebpe, KOMIUJIEKCHE aHAJU3e, HEr0 U y APYyTruM (HeMaTeMATUYKMM) HAYKaMa Kao IITO CYy eJIeKTPOTEXHUKA, pady-
HapCTBO, XeMuja, Gpu3ura, bmosoruja, CounuoIOruja, BOjHE HAVKE...

OcHOBHU TIOjMOBU
He¢uuumuja 1. I'pap G je ypebeun nap (V, E). Eaementu ckyna V ce 30By usopoeu, a ememenTu ckyna E zpane
rpada G.

Iepuunmnumja 2. Bpoj rpana kKoje ce cTudy y UBOPY ¥ 30Be Ce cmenen 480pa v U o3HadaBa ce ca d(v).

I'pad T' je peeyaaparn axo cy crTemeHu CBUX HETOBUX YBOPOBA jeIHAKMU.

ITpumep 1. Onpenuru cremene cBux uBopoBa rpada . Ha nu je rpa¢ I' perynapan?

Crenenn usoposa cy d(1) =2, d(2) =2, d(3) =1 n d(4) = 2. Crora rpa¢p I' HWMJE perynapasn.

Teopema 1. Y rpady G mocroje 6ap 2 YyBOpa MUCTOr CTEIEHA.

Jloxas.  ITlpermocTaBuMo CympOTHO Ja HE TOCTOje 2 YBOPA UCTOT CTEIEHA.

Heopujentucan rpa¢ I' mma n 4BOpOBa Te KAKO CBAKU HETOB UYBOD U MOKE OUTH CYCEIaH Ca HEKUM O] IPEOCTAJNX
n — 1 uBoposa (u3 V' \ {v}) mobujamo ma 3a cremeH CBakOr HEroBOr uBopa v Basku nxa je d(v) € {0,1,2,...,n — 1}.
Kako He mocroje 2 4Bopa MCTOT CTENEeHa U KAKO yKYIHO MMa n YBOPOBa TO lie OHUM 3a CTeleHe MMaTu CBe Opojese n3
ckyna {0,1,2,...,n— 1}. Aau tama nmamo usop uuju je crened 0 (TO je UBOp KOju HUje CYCENAH HU Ca JeIHUM O
OPEOCTANNX ), KA0 U YBOP uuju je cremeH n — 1 (TO je 4BOp KOjU je CycegaH ca CBUM OCTaJIUM YBOPOBUMA), MITO je
memoryhe.

Kako cMo mobusim KoTpamuknujy, moJa3Ha NPEeTIOCTaBKA [a He MOCToje 6ap 2 4Bopa MCTOT CTENeHA HUje TAUHA,
unme je TBpDheme TeopeMe MOKA3aHO. O

Teopema 2. ¥ rpady G pasu d(vr) +d(vs) + ... + d(v,) = 2m.

Joxas.  Crenen yBopa mpeacTasba OPOj IpaHa Koje Cy MHIUAEHTHE ca matuM yBopom. Crora, ako cabepemo cBe
cremeHe YBOpoBa, Mu hemo nmpeGpojaTu ¢Be TpaHe U TO CBaky 2 myTa (IO jeXHOM KOJ CBAKOT H-€HOT Kpaja). Tuwme je
TBpheme nokazaHo. O

Teopema 3. Y rpady G 6poj YBOpOBa HENAPHOT CTEIEHA je MapaH.

Loxas. Oso TBpbheme je mupekTHAa TOCHeaWna MPETXOIHE Teopeme, jep je Opoj HA NECHO] CTPAHU jeTHAKOCTU
mapaH, ma u 30up Ha JIeBOj CTpaHM MOpa OUTH MapaH, MTO je Moryhe camMoO YKOJIUKO je OPOoj UBOpPOBa HEMapPHOT
cTemeHa IapaH. ]

Cana hemo HaBecTu HEKONMKO meduHUNUja U TBpDema Be3aHUX 3a opujaHTucane rpadose (rpadose KO KOjux je
OuTHA OPUjEHTalMja rpaHa — IPUMEDP TAKBOT rpada je IUIaH rpaja ca jeTHOCMEDHUM YJIUIAMA).

ot



He¢uuummja 3. 3a rpany e = (u,v) opuj. rpada (V, p) raskemo na 60du u3 usopa u y 4BOp v (e uzaras3u U3 yBopa u,
a Yaa3u y 4BOp V).

Yaasnu cmenen d—(v) weopa v je Gpoj rpaHa Koje yuase y v.
Hsnasrnu cmenen d* (v) weopa v je 6poj TpaHa Koje U3aaze u3 v.
Yaasznu cxyn I(v) weopa v je cKynm 4BOpOBa M3 KOjux BOoaM rpaHa y v, Tj. I(v) = {z | (z,v) € o}.

Hsnasnu cxyn O(v) weopa v je CKyn 4BOpPOBa y Koje Bomu rpana us v, tj. O(v) = {z | (v,z) € E}.
IIpumep 2. Oapemutu d~ (v) u d* (v), kao u I(v) m O(v) 3a cBaku uBOp v rpada:

5

I(1) ={1,2} = d—(1) =2, o) =1{1,2} = dt(1) =2
I1(2) = {1} = d=(2) =1, 0(2) =1{1,3} = dr(2) =2
I1(3) ={2,5} = d=(3) =2, 0(3) = {4,5} = dt(3) =2
I1(4) ={3,4} = d—(4) =2, O4) = {4,5} = dt(4) =2
I1(5) = {3,4} = d=(5) = 2, O(5) = {3} = dt(5) =1

Teopema 4. Y opujentucanom rpady I' Bakmu

d (v)+d (V) +...+d (vy) =m=d"(v1) +d"(vo) + ... +d" (vy,).

Zloxas.  Ilokas je amamoran mokaly Teopeme 2, camo mTO cama Kam OpOjuMo yiaa3He CTeleHe, OPOjUMO TpaHe Koje
yJaa3e y 4BOp U TO HaM maaje npBy jemnarocT d~ (vi) +d~ (ve) + ...+ d (v,) = m, HOK Kax OGPOjUMO U3JIA3HE CTEIEHE,
6pOjUMO TpaHe Koje U3Ja3e U3 YBOpOBa, WITO je ApyTu neo jennaxoctu, dT (vi) +dT(va) + ... +d ¥ (v,) = m. O

Hepuuaunuja 4. Ysoposu u u v rpada G cy nosesanu ako y G moCTOju IyT YUju Cy Kpajibu YBOPOBU u u v. 'pad
G je noeezan ako Cy CBaka OBa HENOBA YBODA IOBE3AaHA.

Hepuuumnuja 5. Iyt koju nposasu kKpo3 cBe rpane rpada G Tauno jeqaom Haszua ce Ojaepos nym, a 3aTBOPEH YT
KOju mpoJasu Kpo3 cBe rpaHe rpada G tauno jenHoMm HasuBa ce Ojaeposa Kowmypa.

Teopema 5. I'pad G canpsxu OjrepoBy KOHTYPY aKO M CaMO aKO je IOBe3aH U CBAKU YBOD MMa IapaH CTEleH.
Teopema 6. I'pad G canpsku OjnepoB myT aKO M CAMO AKO je TMOBE3aH W MMa HAjBUIIE 2 YBOPA HEIapPHOT CTeleHA.

Ha ocuoBy osor tBphema cienu na rpad xoju oarosapa KernurcGepmkum MmoctoBuMa (koju uMa 4 YBOpa HEMapHOL
crenena) Hema OjIepOBY KOHTYDY.



3amam

1. (6. paspexn, Casesno 1997)

Ha jemmom ocTpBy moctoju ykymuO 9 npskaBa. /lokaszaTtu ma Ha OBOM OCTPBY MOCTOjU Ap:KaBa Koja Mely muma mMma
mapan Opoj mpujaTesbCKUX Ap:kaBa. Ako je mp:kaBa A npujaresbcka ca ap:kaBoM B, oHna je u np:kaBa B mpujaresbcka
ca ap:asoM A.

2. (7. paspen, Casesno 1998)
Moske nu Ha MaremaTrukoj onumnujaau npucyctsoBatu 1999 yuecnuka (pauynajyhiu u rocre), ako CBaku OX HUX
uMma TayHo 3 mpujaressa Mehy yuecHunmma?

3. (1. pasped, Casesrno 1990)

Hap xkenu na carpamu nBoparn y kojem he 6utm 1990 coba y jenHoM HMBOY, Tako 1a Bayke ciemehu ycioBu:
1. Bpoj Bpara Ha cBakoj cobu je 0, 1 uau 2.

2. Nsmeby cBake nBe cobe cy HajBUINE jeqHA BpaTa, a M3 CBakKe cobOe Ha yJaUIly BOJE HAjBUIIE jeIHA BpaTa.
3. Bpoj Bpara npema yaunu jemuak je 19, a 6poj coba ca jemuum Bpatuma je 90.

Ia nu je moryhe carpamury TakaB ABOPAI?!

4. (1. pasped, A u B wamezopuja, Penybauurxo 2003)
Csaxko on 20 /bynou maJse HEKOj AeCEeTOPUIM Ol OCTAJUX 1O jemHo nucMo. JlokasaTu ma moctoje mBe ocobe Koje cy
jemHa Opyroj MOCaaJie MUCMO.

5. (1. pasped, Hokpajurcko 1990, Kocoso)
Moske nu ce jemHUM MOTE30M HAUPTATU PUTypa ca CIuKe?

Pemema

1. d(vy)+d(ve)+...+d(v9) = 2m = meru ox crenena d(vy),d(ve),...,d(vg) MOpa Gutu mapan 6poj, Tj. IOCTOjU APKABA
Koja MeDy muMa uMa mapaH OpOj MpUjaTe/bCKUX OpP:KaBa.

2. d(v1) +d(ve) + ... +d(vigeg) =3 +3+ ... +3=3-1999 = 2m |y

3. OBze CMO CIOJLAIIKOCT ABOPIA 3aMEHUJIM jeIHUM YBOPOM U I'PaHe IPeNCTaB/bajy BpaTa.
Haxrne, nmamo 1991 uBop, ox uera je:

e 1 cremena 19,

e 90 je crenena 1,

e npeocraysux 1990 cy crenerna 0 ninm 2.
Sdi=194+90-1+Fk-0+ (1900 — k) - 2 |4
4. Y matoMm ckymy noctoju ocoba koja je mpumwmia makap 10 nucama (unaue 6y 6poj IpUMILEHUX HUCAMa OUO Mamu
on 9-20 = 180, a Taj 6poj Mopa buru jemHak 6pojy mocaarux nucama, koju je 10-20 = 200). Ta ocoba je mocaaiua
10 nmucama mekuM on mpeocrtaaux 19 ocoba, a npuMmmiaa makap 10 mucama ox uctux 19 ocoba. Axko He Ou HOWIIO IO

npekjJanama, mopen youene ocobe 6mmno 6u jom 104 10 = 20 > 19 ocoba. Caenu na je Ta ocoba mpuMMiIa MUCMO O
ocobe Koja joj je m mocisajia mUCMO, mTO je u TpebaJsio JoKa3aTu.

5. Kako cy crenenu usoposa 3,3,3,3,4 e nocroju OjrepoB myT, ma ce 0Ba CJIUKA HE MO;KE HAIPTATH j€IHUM IIOTE30M.
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